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Apresentacao 


Este livro é o Complemento para o professor do volume 9, Geometria plana, 
da соїесао Fundamentos de Matemática Elementar. 

Cada volume desta coleção tem um complemento para o professor, com o 
objetivo de apresentar a solução dos exercícios mais complicados do livro e su- 
gerir sua passagem aos alunos. 

É nossa intenção aperfeiçoar continuamente os Complementos. Estamos 
abertos às sugestões e críticas, que nos devem ser encaminhadas através da 
Editora. 

Agradecemos aos professores Manoel Benedito Rodrigues e Carlos Nely 
Clementino de Oliveira a colaboração na redação de soluções que são apresenta- 
das neste Complemento. 


Os Autores. 
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САРТЛО! — Segmento de reta 


17. Ар = 36 > 9х = 36 эх = 4 
АВ = бх = 24 ст 
ВС = 2х = 8 ст B C 
A——— -—— 
CD = X = 4 cm 6x 2x x 
18. Hipotese NEL d А Q 
PA = QB > РО = АВ P——  — N M%—— B 
Demonstracao 
Observando o segmento AQ comum a PQ e AB, temos: 
PA = QB = PA + AQ = AQ + QB = PQ = AB 
49. Temos duas possibilidades: 
1?) B está entre Ae C 2?) C está entre A e B 
20 
B C 
Act АФ-------------В 
20 12 12 
AC = AB + ВС = АС + BC = AB > 
= АС = 20 + 12 = АС = 32 cm = AC + 12 = 20 > AC = 8 cm 
E E 42 
20. 5x + x = 42 > x = 7 cm 
B 
AB = 5x = AB = 35 cm AF + AIC 
BC = x = BC = 7 cm эх х 
21. Temos duas possibilidades: 
12) B está entreAe C 2?) C está entre Ae B 
45 4x 
A а жиг В 
4х x 45 x 
4x + x = 45 >x = 9 cm 45 + x = 4x = x = 15 cm 
AB = 4x = AB = 36 cm AB = 4x = AB = 60 cm 
BC = x = BC = 9 cm BC = x = BC = 15 cm 
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22. 


23. 


24. 


Temos três possibilidades: 


a 
17) 80 
M B N C 
Р 
5x 4x x 


5x + 4x + x = 80 = x = 8 cm 
MN = MB + BN = MN = 2,5x + 2x = MN = 36 cm 
23) 


5x 4x 
M B N P 
————— — o  [ P —— P "  —r- D O  — C 
=== 
80 x 


1) BP + РС = BC > ВР + x = 4х > BP = Зх 
2) АВ + BP = 80 > 5x + Зх = 80 > x = 10 cm 
3) MN = MB + BN = MN = 2,5x + 2x = MN = 45 cm 


3º) 80 
C P M N 
Ak P 
x х x 2x 
1) ВР + РС = ВС > ВР + x = Ах > BP = 3x 
2) BN + NP = BP = 2х + NP = Зх = NP = x 


4) AP = 80 > 2x = 80 > x = 40 cm 
5) Se o ponto M dista 2,5х do ponto A, então M é ponto médio de 
PN. 


Logo, MN = >° então MN = 20 cm. 


) 
) 
З) AC + ВС = AB 2 АС + 4x = 5x > AC = x 
) 
) 


Hipótese Tese 


AB = CD > AD e BC tëm o mesmo ponto médio 
B M C D 
TT 32225 Y 
Demonstracáo 
Seja M o ponto médio de BC. Temos: 
AM = AB + BM = CD + MC = MD 
Como AM = MD, M também é ponto médio de AD. 


Hipótese Tese 


2) BC e AD tém o mesmo ponto médio 
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Demonstração A B С a 


1) Observando o segmento BC, temos: 
AC = BD > AC – BC = BD – BC > АВ = CD 
2) Análogo ao exercício 23. 


Temos duas possibilidades: 
M B N 


18) AI j 
MN = мв + BN = MN = 2 + 22 me = 22 L В 


M C N 
2) Ape yc 


MN = MC + CN = MN = (BM - ВС) + CN = 


BC BC 
= MN = (BM - BC) + 5 = MN = ВМ — BC += => 
= MN =ВМ = SU =s 86 
2 2 
O segmento MN terá medida constante e igual à metade do segmento 
AB. 


Justificação 
Temos três casos a analisar: 
" AP AP 

1°) E 2 

A— N B nN , В N P 

BP BP 
2 2 

Neste caso temos: ip Бр AB BB AB 

MN = MP — АР= MN =-—5-—-5-=ММ=——5—— = MN = => 
ар — Ü 2-1 a 

AP AP BP ВР 
2 2 2 2 
Neste caso temos: 
AP + BP AB 
MN = — X ->ММ- > 
BP BP 

3°) 2 2 

P M A N B 

AP AP 
Ñ 2 2 
este caso temos: 
BP AP - АВ 
MN = PN — PM > MN —75 5-59 ММ = EL mt 


Ө | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


САРЇТШО Ш — Ángulos 


55. ângulo — x complemento > (90? — x) 
“O ângulo mais triplo do complemento é igual а 210º” 
x+3-(90º — x) = 210° = 2x = 60º > x = 30? 


59. ângulo > x 
complemento do ângulo: (90º — x) 


complemento da metade: ES - >) 


Х 
triplo do complemento da metade: 3 - (оо - 5) 


X 
suplemento do triplo do complemento da metade: 180? — 3190: - х) 
Эх 


180º - 3(90° — Z] = 3. (90° — х) = SÉ = 360° = x = 80º 


60. ângulo > x 
complemento do dobro do ângulo — (90º — 2x) 
suplemento do complemento do ângulo -> 180º — (90º — x) 


90º — 2 
180º — (90º — x) -— = ss > x= 159 
65. Sejam x e y os ângulos. 
X 2 
y 7 аны 
X + y = 180º 


O complemento do menor é igual a 90? — x = 90? — 40? = 50*. 


68. ángulo — x 
complemento do ángulo > (90? — x) 
suplemento do ángulo > (180? — x) 
“O triplo do complemento mais 50º é igual ao suplemento." 
3 : (90º — х) + 50° = 180º — x = 2х = 140º = x = 70º 


72. x ez são opostos pelo vértice > x = z 
x e y são suplementares > y = 180º — x 
“x mede a sexta parte de y, mais metade de z.” 


х= ЭО Хбх = 180° — x + 3x x = 45° 
y = 180º — 45º > y = 135º 
14. Os ângulos são da forma 2k, 3k, 4k, Dk e 6k e somam 360º. 


2k + 3k + АК + 5k + 6k = 360? > 20k = 360º > k = 18º 
O maior ângulo é de 6k = 6 · 18º = 108º. 
АОВ — CÓD 


15. Hipótese: | 
ОХ, OY são bissetrizes 
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Temos duas possibilidades: 
1?) 
t 


Ox e Oy são bissetrizes 
а + b = 52° 

2a = 40° 

> 2a + 2b = 104º > 
= 40º + 2b = 104º > 
> 2b = 64º 


Tese: OX e oY são semirretas 
opostas 

Demonstração = 

О ángulo entre OX e OY ё dado рог 
(a * b+ o) 

2а +2b+2c-360º>a+b+c= 
= 180º E 2” 

Portanto, OX e OY são semirretas 
opostas. 


, Hipótese Tese 
rOs e sOt adjacentes 
e complementares 
Ox e Oy, respectivas 
bissetrizes 


е xÓy = 45º 


Demonstração 


Sejam a medida de rôx = xÓs = о. 
e a medida de sOy = yOt = p: 
@%+o+ B + p = 90° > 

= 20 + 2B = 90º > 

= о + B = 45º > хОу = 45º 


2a + 2b = 136º 
a + b = 68º 


Resposta: o ângulo formado pelas 
bissetrizes é igual a 68º. 


Ox e Oy são bissetrizes 
а— р = 52° 

2b = 40° 

>а – 20° = 52° > 
>a = 72° > 

= 2a = 144° 
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ANAIS — Triângulos 


91. 


92. 


98. 


100. 


101. 


108. 


22. 2. 


АВ=ВС “|х+2у=х+у+3 O 
х – 3y=0 
PS —(x-9,y-3) 


AB = x + 2y > AB = 15 
O perímetro do triângulo АВС é igual a з · 15 = 45. 
р) B=AC=>2x+3=3x-3>x=6 
AB = 2х + 3 > АВ = 15; АС = АВ = AC = 15; ВС = x + 3 > 
= BC = 9 
O perímetro do triángulo ABC é igual a AB + AC + BC = 39. 


Sejam / a medida dos lados congruentes, b a medida da base e p o 
semiperímetro. Temos: 


ийн Kcu 


7,5 
2 > ((=6m,b=3m) 


(- 20 


2/ = 4b 


Resposta: Os lados do triángulo medem 3 m, 6 m e 6 m. 


ААВС = ADEC = fÂ = D (997 20 + 10° L, (u = 10°, р = 12º 
BE | лав. T" P 
A 


C — CE la - 6 = 22 
АВ = DE 35 = Зу + 5 
Os perímetros são iguais; portanto, a razão entre eles é 1. 


ACBA = ACDE =] > (x = 14, y = 10) 


1) APCD = APBA = PO = PA .[3y 7 2- 2y * 17  & ло у= 19) 
СО = АВ |х+5=15 
2) APCD = APBA АВ = CD (1) 
РС = РВ 
РВС = PCB (APBC é isósceles) 
СА = BD (usando (1) e o fato 
de BC ser comum) 


EL, APCA = APBD 


Logo, a razão entre os perímetros destes triângulos é igual a 1. 


Hipótese Tese 
AABC é isósceles 
AM é mediana р МАВ - МАС 
relativa à base 
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111. 
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A 
Demonstração 
AB = AC (hipótese) 
BM = MC (hipótese) +=>/AABM = AACM 
AM comum 
Logo, MÃB = MÃC e concluímos que AM é 
bissetriz do ângulo À. 
B с 
M 
ЙГ 
р 
А 


Hipótese Tese 
AABC é isósceles БЕ» 5 medi 
AD é bissetriz > (ist Sto 6 T calls 


relativa à base Bier D 

Demonstração 

(АВ = AC; ВА = САР; AD comum) > 

LU AABD = AACD = BD = DC B 5 
Hipótese Tese 

ДАВС 6 isósceles 

де раве ВС =D = BE 


CD é bissetriz de C 
BE é bissetriz de B 


Demonstração 

EBC = DÊB; BC comum; EÊB = DBC) > "di 

( m; ECB - ) 2 Ic 
A 


МА ACBD = ABCE > CD = BE B 


Hipótese Tese 


iei К Mind — AABC é isósceles 
AM é mediana 


Demonstração 
1) Tomemos P sobre a semirreta AM com 

MentreAePe MP = AM. 
2) (AAMB = АРМС pelo LAL) — 

= (ВАМ = СРМ e АВ = РС) B Y с 
3) (ВАМ = CPM; АМ (bissetriz)) = 

-> СРМ - САМ 

Donde sai que ЛАСР 6 isósceles de 

base AP. Entào: AC — PC. 
4) De AB = PC e PC = AC obtemos 

P 


AB = АС. Então, o AABC é isósceles. 
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Desigualdades nos triângulos 


114. Seja x o terceiro lado. Temos: 
[8 - 21|<x<8+21>13<x<29 
Se x é múltiplo de 6 entre 13 e 29 (exclusive), então x = 18 cm oux = 


= 24 cm. 
115. |20 — 2x — (2х + 4)|<х + 10 < 20 4+ X + 4> 
x+ 10 < 24 х< 14 
— = = 
|16 — 4x| < x + 10 —x — 10 < 16 — 4х < x + 10 
x < 14 
x < 14 26 
=> 2521 < 46 t ©з = <х<26 
16 — 4х < x + 10 K> Š 
5 


116. Aparentemente temos duas possibilidades: 38 cm ou 14 cm. 


Mas um triángulo de lados 14 cm, 14 cm, 38 cm nào existe, pois 
nào satisfaz a desigualdade triangular. 


O triángulo de lados 38 cm, 38 cm, 14 cm satisfaz a desigualdade 
triangular. 


Resposta: 38 cm. 
117. AC — b = 27, ВС-а- 16, AB = c é inteiro 


С<А<В-с<16<27-с<16 
0 valor máximo de АВ 6 15. 


122. Sejam: а: hipotenusa; b, с: catetos. Temos: 
| МРТ © 
а>с 
123. acb*os2acatbrosac 1715 
A 
124. De acordo com o teorema do ángulo ^» 
externo, temos: o > В. 
(a>B,B>A)>0>A — 
B C 
A 
с<х+у<а+р 
126. b<x+z<a+c > 
а<у+а<р + с В С 
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>at+tb+c<?2(x+y+z)<2(a+b+C0)=> 


a A abba 


x<m+n X+y + z< (p +Q) + (n + o) + (m + r) 


127. y<r+q > 2 Nu S 


10-40 x+ty+z<a+b+ce 


128. 1) Tomemos A' sobre a semirreta AM, 
com M entre A e A' e MA' = ma. 
2) (ЛАМВ = AA'MC pelo caso LAL) = 


= АС = с 
3) No AAA'C temos: 
|b = c| < 2m, < b + c > B 
2 2 bert 
2 
129. 1) De acordo com o exercício 128, temos: 
0-6 ачс а-0 А 
та < ; Mp < ;m = 
| a 2 р 2 с 2 | 
>5mtm+m<a+b+e с b 
2) ЛАВМ: c < m, + > Analoga- 
B С 
С a M a 
mente, b < m, + —,a < m, + —. 2 2 
2 2 
Somando membro a membro as desigualdades, temos ac berg < 


< Ma + m, + M6. 
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ONA — Paralelismo 


147. а) Os ángulos internos são dados por (180° — o), (180° — В) e 
(180? — y). Como a soma destes deve ser igual a dois retos, temos: 
(180? — o) + (180? — В) + (180? — y) = 180º = a + B + y = 360°. 
b) De modo análogo: 
(360? — о) + (360º — B) + (360º — y) = 180º = a + B + y = 900º 
148. С 


a) 6 = x + 15° > (x + 15°) + (x + 15%) + x = 180° > x = 50º 


b) AGB = 180? — 4x. AABC é isósceles de base BC > 180º — 4x = х= 
= x = 36º 


c) Â = 180° — (x + 70)) А=110°—х 


~ 480º - À > 180° — (110º — x) [=X = 70º 
=" хс у 


149. а) АВ = АС 1) AACD é isósceles = 


= ACD = х 
2) ADC = 180º — 2x 
3) CDB = 2x 
4) ACBD é isósceles — 
— CBD - 2x 


5) ВС = 180? — 4x 

6) AABC é isósceles — 
= 180º — 4х + x = 2x > 
= x = 36º 


f) 1) AABD é isósceles -> 
— ABD = 65º 
2) ADB = 50º 
3) BDC = 130º 
4) ЛОВС é isósceles = 
= x = 25° 


= x = 30°,y = 40? 
X +y + 2x + 10? + y = 180° 


X + y = 2х + 10? =x + y = 10º 
g) > 
3x + 2y = 170% 
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154. 


165. 
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h) 1) AABC é isósceles = АСВ = 2x + y 
2) ECD = 180º — (x + y) — (2y — 25º) 
3) ECD = ACB (о.р.м.) 
4) ACDE é isósceles = x + y = 2y — 25? 
іші (х + у) — (2у — 25°) = 2x + y 
3)е4) > = x = 15°,y = 40° 
x +y = 2y — 25º 


A 


Construímos a reta t, t // r, t // s. 

t divide o ángulo de 112? em dois 
outros: y e z. 

y = 40° (alternos internos) 

y + z = 112° = z = 72° 

z = x (alternos internos) = x = 72° 


Construímos a reta t, t // r, t // s. 

t divide o ângulo de 100? em x e y. 
x = 180? — 3a (colaterais internos) 
y = 180? — 2a (colaterais internos) 
x + y = 100? > 360º — 5a = 100º > 
= а = 52º 


Do AABC temos: 
2b + 2с + 80º = 180º = p + c = 50º 


Do ABCD temos: 
b+c+x=180º> 
= 50º + x = 180º = x = 130? 
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167. 


168. 


169. 


170. 


174. 


ângulo do vértice: x 


5 
ângulo da base: (180° = а) 


5 
х + 2180” = 4" = 180° 5 


= x = 120° 


Resposta: os ángulos medem 120°, 30? е 30°. 


Seja x o valor dos ángulos externos em 


B e C. Temos: 
2x 2 Х 
"ug s 


: (180? — x) = 180º = x = 100? 


AABC: x + 2b + 2с = 180º > 
180º — x 

2 
APBC: x + 76º + b + c = 180º 


= x = 28° pla ЕХ, 


о é ângulo externo do ЛАВР > q = 


>b+c= 


В é ángulo externo do AACD > p = 


ACDE: CDE = 180? — Өр; 
ECD = 100% 

x + 100? + (180? — 6p) = 180º 2 
= x = 6p - 100º 

ДАВС: 3p + B = 100° 2 


= В = 25° 
x = 6p – 100° > 
= х = 50° 
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176. Considere as figuras: 


A A 
15º 
759 759 759 
2 2 2 
- B - С В - C 
Fig. 1 Fig. 2 Fig. 3 


a) É fácil deduzir (figura 1) que os ângulos medem 30º, 75? e 75°. 


b) De acordo com a figura 2, temos x + EN T E 180%. Donde 
vem: x = 105°. 

c) De acordo com a figura 3, temos: 
X + 15? + 37? 30' = 180? > x = 127? 30' 
у= 15° + 37° 30'=y = 52? 30! 


segundo ángulo: x — 28? 
= 180º > x = 66º 


179. primeiro ângulo: x х + (x — 28°) + (x + 10°) = 
E 
terceiro ângulo: x + 10? 


Resposta: os ângulos medem 66º, 38? е 76°. 


182. Prolonguemos a reta АВ. 
Na figura temos: 
В = 2m + 3m > B = 5m 
а= B + m = а = бт 


183. 


= 


N 
INN у> 
+ 


осо 


1809--А А 
4)x + (b + о) = 180° =x — — = 180° = х = 90º — = 
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184. 


185. 


187. 


188. 


Na figura marcamos os ângulos de 
mesma medida. 


AABD: x + y = z + 48° 
AACD: у= Z + x 


Subtraindo membro a membro: 
x = 48° — x > x = 24° 


Seja x a medida do ángulo А. Temos: 
1) AAEF 6 isósceles — FEA - x 


Na figura temos: 

1) AABC 6 isósceles — ABD - ACD 

2) EDB, ACD correspondentes -> 
— EDB - ACD 

3) FÔC, ABD correspondentes = 
= FÔC = ABD 

4) AEBD e AFDC são isósceles B 3 D 4 c 
Indiquemos por x e y os lados de mesma medida desses 
triângulos. Temos: AE + ED + DF + АЕ = (AE + x) + (y + АҒ) = 
= 5 + 5 = 10 cm. 


1) Indiquemos as medidas AB = AC = b 
e CD = a, donde obtemos BC = a + b. 

2) Tracemos AP com AP = b, de modo que 
BÀP = 60°. Obtemos dessa forma o 
triángulo equilátero АРВ de lado b. 

3) Consideremos agora os triângulos PAD 
e ABC. Note que eles são congruentes 
pelo caso LAL. 

Logo: PD = AC = b e APD = 100º. 

4) De PD = b concluímos que o APBD 
é isósceles. Neste triângulo PBD, 
como P = 160º, concluímos que D 
B = D = 10°. 

5) Finalmente, de ABP = 60°, DBP = 10° e 
СВА = 409, concluímos que CBD = 10°. 
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ONA — Perpendicularidade 


192. 


193. 


198. 


199. 


А = 70°, В = 70°) > 


1) ACB = 65° 1) Prolongamos АВ até cortar CD 
em E. 
2) ACB e DCE são o.p.v. > 2) AAED: Ё - 55? 
= DCE = 65? 3) ABCE: x = 90º + 55º > 
3) x = 90? — DĈE = x = 25? = x = 145º 


AABH -» HÃB = 30º 
AACH = HÃC = 70º 


= 70° — x > x = 20° 


1) Usando o resultado do exercício 194: 


x + Zx = 180° — x = 108° 


3) Â + Ê + Ĉ = 180° > б = 36° 


Resposta: os ángulos medem 36°, 
72? e 72°. 
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201. а) 


eX» 


M 
1АМ-МС-0-Хх 1) АМ = MB > В = 50° + x 
2) AABC: x + 90° + 65º = 180? > 2) AABH: x + 50° + x = 90º > 
= x = 25° = x = 20° 


203. 


204. 1) AM é mediana > ` 
= AM = MB > ВАМ = 


2) BF é bissetriz -> ABF - 


3) x é externo ao AABF — 


MT M 
цаасан 


205. 1) AAMS: М = 68º, AMC = 112º 
2) AM = MC > AAMC isósceles = 
= б = МАС = 34? 
3) ЛАВС: В = 56° 
Resposta: В = 56; € = 34°. 
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207. 1) APBC: b + c + 116º = 3) Usando o resultado do exercício 
= 180º = b + c = 64º 194, temos: n 
2) AABC: 2b + 2c + À = H,0H, = 128? = H20C = 52° 
= 180º > А = 52? 
А 


O 


< > 
ж NE EA a 


208. 1) ЛАВС: = 90° + В + É = 180° > А 
= Ê + Ĉ = 90° 
2) AACH: HÂC = Ê 
3) AAMC 6 isósceles 2 МАС = € 
4Ax+B=C=x=C-B 


Procedendo de modo análogo, obtemos: д 
5)x-B-C EN 
Logo, 4), 5) = x = [B — Cl. 


209. Hipótese Tese 
AMiemediana | = лвс 6 retángulo 
АМ = ВМ = МС 
Demonstração 
1) AABM 6 isósceles = ABM = МАВ = q A 
2) AACM 6 isósceles = АСМ = MAC = p М, 
3) ДАВС: 20 + 2p = 180° > о + p = 90º 
4) a + B = 90° = À = 90º 
IN (7. 
B сті C 
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211. 


212. 


214. 


215. 


220. 


Hipótese Tese A 
AABC é isósceles 
BD: altura relativa a AC ; — BD = CE E 5 
CE: altura relativa a AB 
Demonstração 
BC = CB (comum) T В w c 
ABC = AGB (ЛАВС isósceles) ==> ABCE = ACBD > BD = СЕ 
СЕВ = BDC (retos) 


A 
AM é lado comum 
AMB = АМС (АМ é altura) | == AAMC = ЛАМВ-> 
BM = MC (AM é mediana) 
= АВ = AC = ЛАВС é isósceles d M Š 


Conforme a figura: 
1) AABC: 2b + 2c + 90° = 180° > 
= b + c = 45° 


A 
2) AIBC: x + b + c = 180° > NE cx 
= x = 135° B c 
A 


Hipótese Tese 

ВЕ = CD ДАВС é isósceles 

Demonstração 

(BE = CD; BC comum) m Db AE 

= ABCD = ACBE > CÊD = BCE > LAN 

=> ЛАВС 6 isósceles B С 
А 

1? parte: 

AAHB: hj < c 

Analogamente: h, < a; h, < b. с р 

Somando as desigualdades, temos: 

ha +h. th <a+b+c Ё n ё 


Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


221. 
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223. 
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2? parte: 
AABH:c < ha + x 


2h, >b +c — 
заг а TOM 


Analogamente: 2 > а +c-—b;2h>a+b-c. 


Somando as três últimas desigualdades: һ + h, + hç > 


Sendo M o ponto médio de 
DE e indicando AB = /, temos 
DM = EM = /. 

Note que também BM = /. 


Dessa forma concluímos que 
os triângulos ABM e BME 
são isósceles. Calculando os 
ângulos das bases, obtemos 
x= 36º. 


Tracemos SR tal que SR 1 BC. 


Temos: B 
(BS comum; SÊR = 5ВА, R = А) >=> 
= ABSR = ABSA > R 
„eR | ME < so 
ASRC = SR < SC 


1) Os ángulos da base devem 
medir 70% cada. 

Daí, EBD - 35% ECB - 
= 55°; BPC = 90°. 

2) Note que BP é 01666112 e 
altura. Assim, o ABCE é 
isósceles e então PC = PE. 

3)Note agora que DP é 
mediana e é altura no 
ACDE. Então, ACDE é 
isósceles e daí: 

DÊP = 15º. 
4) Do ADEP tiramos x = 75º. 
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ГКО — Quadriláteros notáveis 


226. а)РА-РВ-В-х 
100º + 120º + 3x + x = 360º > 
= x = 35º 


b) Tracamos BD. 
AABD e ABCD são isósceles = 
— ADB - 40%, CDB - 70? 
х + 40º + 70° = 180º > x = 70º 


227. a) 


1) AP bissetriz > ВАР = 65° < 
2) Indiquemos por 2y o ângulo B. 
3) BP é bissetriz = АВР = PBD = y 
4) ЛАВР: x + 35º = y + 65º 
ABDC: x + 2y + 80º + 130º = 360º 


x= ТОР 


<N 


1) Marquemos os ángulos congruentes determinados pelas bissetri- 
zes AP e PP. 

2) APAB: a + b = 180° — x 
ABCD: 2(a + b) + x + 100° = 360° 


B 


pax = 1009 
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229. De acordo com a figura, temos: 
AABP: a + b = 180º — x 
AQCD: c + d = 180? — y 
ABCD: 2(a + b) + 2(c + d) = 360° > 
= 2(180? — x) + 2(180? — y) = 360° > 
= x + y = 180º 


231. 


1º parte 

Trapézio ABCD: 2d + 110º = 180º = d = 35º 

APCD: c + d + (х — 15º) = 180° = c + 35° + x — 15° = 180° > 
= c+x=160º(1) 

Trapézio ABCD: 2c + x = 180º (2) 

(1) e (2) > x = 140º 


22 parte 
c + x = 160° = c + 140º = 160º > с = 20º > BÊD = 40º 


235. AD = 20 cm, BQ = 12 ст > 
= CQ = 8 cm 
Se BQ = BP = 12 cm, entào 
АВРО é isósceles, Р = BOP e 
ВОР = COD (o.p.v.). 
Como AP // CD, temos 
АРО = CDQ (alternos internos) = 
= ACQD 6 isósceles — C 
= CQ = CD = 8 cm. 
Logo, o perímetro do paralelo- 
gramo ABCD vale 56 cm. 


244. Sejam a e b os ângulos consecutivos. Temos: 
a + b = 180? 
2(a + b) > (a = 110°, b = 70°). 
а- р = —9 


Resposta: os ángulos medem 110°, 70?, 110? e 70%. 
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245. 


247. 


251. 


252. 


Hipótese . Tese D C 
ABCD é paralelogramo = АРВ = 90° 
АР e BP são bissetrizes 


Demonstração 


ABCD é paralelogramo = 

> 2a + 2b = 180º > 

= a+ b = 90° 

АРАВ: a + b + АРВ = 180º = b e 
= APB = 90º AE СУ, 


ABCD 6 losango -> ав diagonais 
são perpendiculares 

А 1 
Seja РАВ = 3" 90? = 30º. 
Então, temos: по ЛАВР, АВР = 60°. 
Como as diagonais do losango sáo 
também bissetrizes, os ángulos do 
losango são: 60º, 120º, 60º, 120º. 


Os ângulos a que se refere o enunciado são adjacentes a uma 
mesma base, senão sua soma seria 180º. Sejam x e y os ângulos. 
Temos: 


: + y = 78° 
x — y = 4° 
O maior ángulo do trapézio é o suplementar de y, que é 180? — 37? = 
= 143°. 

Resposta: 143°. 

Seja ABCD o trapézio, com С = 80º e D = 60º. Daí, À = 120° e В = 100°. 
1?) 2?) 3?) 


= (x = 41°, y = 37°) 


Ángulos formados Ángulos formados Ángulos formados 

pelas bissetrizes de pelas bissetrizes de pelas bissetrizes de 

А e B: deC eb: Бес: 

ЛАВР > ACDQ -» ABCR > 

= 50° + 60° +x= 540º+30º+y= ->50%--40%--2- 

= 180º > x = 70º = 180º = y = 110º = 180° > z = 90° 
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Ângulos formados Ângulos formados Ângulos formados 
pelas bissetrizes de pelas bissetrizes de pelas bissetrizes de 
А еб: А e C: Beb: 

AADS — Quadrilátero ABCT: Quadrilátero BADM: 


= 60º + 30º +w = 60º+100º+40º+t= 50º+120º+30º+m = 
= 180º =w = 90º = 360º =t = 160º -360?2m-160? 


254. a) 1) PÂB = 60º, BAD = 90º = РАР = 30º | осы 
2) PA = AD => AAPD é isósceles SADE = 75 
D С 
12 
А В 
b) 1) PÃB = 60%, ВАР = 90º > РАР = ын 2 
2) PA = AD = ЛАР é isósceles = ADP = 15 
D A 
da : 
со | 
255. b) 
= 2у- 7 
Зх +1 ат хеб y = 19 
2у-7 3x +1 ' 2 
Y 
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256. 


259. 


262. 


263. 


И nu 14 A 
DE é base média = DE = > 7 
А 2 -9 9 11 
EF é base média = EF = = 4,5 р Е 
DF é base média = DF = = - 5,5 
B C 
14 F 


Perímetro ADEF = 7 + 4,5 + 5,5 = 17 


1? parte 
M, N, P, О são pontos médios de 


2? parte: 

M, N, P, О são pontos médios de 
AD, AB, BC, CD; 

MNPQ é retângulo 

ДАВС = АС // МР Р 

AABD = BD // MN 


= AÓB = МАР 2 AC | BD 


Sejam B a base maior e b a base menor. Temos: 
B+b 
> 7 20 
= (B = 24 cm; b = 16 cm) 


20 
ДАВС = PR = 22 = PR = É > PR = 10 cm 


ABCD = RQ = 2 > Rq = Z S RQ = 6 cm 
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RS é base média do trapézio = 
20 + 12 


= Rs = — “=> Rs = 16 em 
FT 
x= , 
= 10; y = 13 
x 
1а Z 16 X 
16 = 35 75 57-19 16 
E Foz A 
d) AACD 5 MP = Z 
ABCD 5 NQ = 5 
MN=S+y+1+55X-29+5=29+1 
Х-у = 
у+1=—5—=х-3Зу=2 


k 


w 


A Х 


265. Note que no ABCE da figura o р b C 
ângulo € mede 45º. Logo, o ABCE TE 
é isósceles e então BE = h. Como 
AE = b, temos BE = B — b. 
Portanto, h — B — b. 
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266. Seja ABCD o trapézio, com É = 


= 30º. 
Tracemos BF, BF L CD, BF = 
= 2h. 
ABCE > 6 = 60° 2 
ACEF = F = 60º 
= ABCF é equilátero de lado 2h e 
Portanto, h = Be hi 272 
2 160º 2-7 
суу” 
E 
267. Seja o paralelogramo ABCD, Á E D 
ao lado. Sejam AF e CE as bis- Na V 
setrizes dos ângulos obtusos. 
AD // BC en 
DÊC = BĈE (alternos) l^ DEG cn 
DEC -а NE RE 
л ГУ 
ЕАҒ = а >N eE B Fc 
268. Da figura podemos concluir que: 


Да + 4b = 360? > a + b = 90º 
Quadrilátero BFOG — 

= FÔG = a + b = 90° (1) 
ДАОВ é isósceles АЕ — ОВЕ — 
SS ор ROS | ко ОВЕ = b 
ABOF > É = 90º (2) 
(1), (2) = EG // AB 
Analogamente, FH // AD. 


269. Seja ВАС = a. 
ВАС, ACD alternos internos = АСЮ = а 
ЛАВС é isósceles de base AC = ВСА = а 
= АС é bissetriz do ângulo С 
Analogamente, BD é bissetriz de D. 


270. Seja o paralelogramo ABCD. 
AD = BC (lados opostos) | T 
DAC - BCA (alternos) => 
AÔD = ВРС (por construção) 
= AAQD = ACPB > BP = DQ 
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271. Inicialmente observemos que 
P é ponto médio de AC e Q é 
ponto médio de AB. 

AQ = ВО = АР=РС=/ 
Е 


МО é base média = МО = / 
МР é base média = MP = / 
— АРМО 6 losango 


272. Seja ABCD о quadrilátero com 
А = € = 90°, BE bissetriz de 
B, DF bissetriz de D. 
Temos: 
ACDF = d + x = 90? 
ABCD = 2b + 2d = 180º 
b e x são correspondentes = 
= BE // DF 


A 
(7 


E 


о 
№ 


273. Unimos E com M, ponto médio de ВС. Temos: 
СМЕ = ВМО (о.р.м.) 
CM = BM МА, АСЕМ = ABGM > (EM = MG, EC = BG) 


a> ЇЇ 
= 
Ф 
p 
о 
2. 


(EM = MG, AG = AE, AM comum) ==> ЛАМЕ = AAMG > САМ = ЕАМ = о 
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ANUN — Pontos notáveis do triângulo 


— M 
278. Tracemos a diagonal BD. SA 
ABCD é paralelogramo = BQ = DO |. dA 
М é ponto médio de AB > AM = MB 


— P é baricentro do AABD — 
DP 


BR ӨР NIMM 
= X = 2 = X = 2 = X = 


279. 1)DRE e ВАС são o.p.v. > DRE = 150% А 
2) Quadrilátero ADHE > À = 30? 


282. Temos duas possibilidades: 
1º) 


АРМ = 50º = PÂN = 40º = À = 80º МРО = 50° > NPR = 
й : = 130? = À = 50º 
Então, B = С = 50º. Então, B = C = 65º. 
210 y+2=2x 
283. a) P é baricentro — = == 
) HEET 4, 6) 


LAO 
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b)Tracemos a diagonal BD. Seja 
BD n AC = (M). 
Note que G é baricentro do ABCD. 


A diagonal AC mede 8 + x. Daí, А 
8 +x 
AM = MC = m 
MG = MC вс=5—— x> 
MG = Š x 
кы Бу; 
р С 


G é baricentro do ABCD = 
= GC = 2-MüG= x= 8 — x= 
=x=4 


Quadrilátero ADOE = DÓE = 110° 
Quadrilátero CEOF -> EÓF = 130° 
Quadrilátero BDOF = DÓF = 120° 
А га2ао entre os dois maiores ángu- 
los formados pelas alturas vale: 
1309 13 1209 12 


120º 12 °" 130° 


B 


БІЗ 


РО é base média do ЛАВС — АР - 
= PC = 15 cm. 

ДАВС é retángulo 

BP é mediana relativa 13 
hipotenusa 

= BP = 15 cm 

O é baricentro do AABC — 
= PO = 5 cm. 


Tracemos a diagonal AC, que inter- 
cepta BD em Q. Temos: 


AQ = CQ 2 
ОМ = MC |в» é baricentro do AACD 


2 
АМ = AB = 15 > АР = =: 15 > 
= АР = 10 
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290.  RS/BC = |808 = QBC (alternos) 
SQC - QCB (alternos) 
ARBQ é isósceles Ж" RQ = RB 
ASCQ é isósceles QS = SC 
Temos: 
Perímetro do AARS = 
= (AR + RQ) + (QS + AS) = 
= (AR + RB) + (SC + AS) = 
= 15 + 18 = 33 cm 


291. Para facilitar, sejam 
À = 2a, Ê = 2b e Ĉ = 2с. 
ДАВС = 2а + 2b + 2с = 180° > 
>a +b + с = 90° 


Daí: 
a+b=90º – с 
а+с = 90° – р 


р+с= 90° —a 
ЛАОВ = АОВ = 180° 
= AÓB = 180° — (90° 
= АӦВ = 90° + c > 


= AÓB = 90º + É 


Analogamente, AÓC = 90º + 5 BÓC = 90º + 


ШИ) — Polígonos 


293. e) AB // ED 2 À+ É = 180º 
ABCDE é pentágono => 
-А-8-0-4-0-Ё-540- 
= (Â+ Ê) + Ê + Ĉĉ + Ô = 540° > 
= 180° +(х+20°%)+90° +(х+10°) = 
= 540º = х = 120º 


294. а) Quadrilátero ABCD: 
А-8-0-0 =360º> A 
— 90? + 110° + 90° + 
+ 180º — x = 360º > 
= x = 110º 


N |> 
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b) Quadrilátero ABCP: 
Х + 15º + В + 65º + 
+ 180º — X = 360º > 
= B = 100º 
Pentágono ABCDE: 
Â+ B+ Ĉĉ + Ô + É = 540° > 
= 2x + 30° + 100° + 130° + 
+ 90° + 85° = 540° > 
= x = 52930! 


c) Análogo ao item b. 


d) Sejam À = 2y e D = 2z. Temos о 
que segue: 
Pentágono ABCDP = 
> y + 90º + 160º + z + 135º = 
= 540° = y + z = 155º 
Hexágono ABCDEF — 


= 2y + 90° + 160º + 22 + x + 
+ 40º + x = 720° > 

> 2(y + z) + 2x + 290° = 720º > F 
= x = 60º 


297. a) Note que o ABPC é isósceles, 
pois BP = BC. 
O ángulo interno а; do pentágono 
540° 
mede a; = —B = 108°. 
АВР = 60° = PBC = 48° > 
= x = 66% 


b) ЛАВР é equilátero = ВАР = 609 
Ë = 108° 
AADE é isósceles 
DÀE + ВАР + x = 108° > 
= 96° + x = 108° = x = 12° 


> DÀE = 36° 
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298. a) ВАҒ = 90º > FÃE = 18º 
AABE é isósceles > АЁВ = 36º 
X é externo ao AABE > x = 36º + 18° = x = 54º 
САҒ = 45º,x = 54? > ERA = 81? = ОНВ 
ACBD é isósceles = CBD = 36? 
ЕВА - АЕВ - 36? 
y + DBE + GÁB = 180° > y + 36? + 81? = 180° > y = 63? 


|= BE = 36º 


b) AF = AG = ДАРС ё isósceles a o How 
ВАС = 90° = FÃG = 30° |мл r аш 
Note que ЕбА = 75°, AGI = 90° e, епїао: НСІ = 15°. 
Analogamente, JÍG = 15º. 

AGU = x = 15° + 15° = x = 30? 


311. De cada vértice partem n — 3 diagonais. Logo, n — 3 = 25 e, então, 
n — 28. 
Resposta: o polígono possui 28 lados. 
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Seja 2x o ângulo interno. 
Quadrilátero ABCP = 


= x+ 2x + x+ Š 2x = 360° э 


= x = 81° = a, = 162° > 
= a, = 18° > 

360° 
= 


= 18° > n = 20 


n = 20 > a, = 162° > a, = 18° ' 
APBC = P = 180? — 18º — 18° > 
= Ё = 144° 


Observando o quadrilátero MBNP, 
temos: 

Б = 156º > a= 156º = 

= a, = 24° > 


222255 aas es e dE 
_ n(n- 3) 
а = 5 = 
q = 1909-9 4-90 
2 
Sendo а = "n temos: 
+3): (n +3 = = +3). 
налы З3)-(1-3 з) „п 3) pat 3) LN 
2 2 2 
-3 — 3 
CO a lin + 3) - m - 3] = 42 > 
= бп = 42 >n=7 
_ n(n- 3) Bd m. E 
d=— >d= 2 = d = 14 
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324. 


328. 


331. 


Quadrilátero ABCD: 
А = 180? - (a + b) 
B = 180? - (c + d) 


б = 180? - (e + f) 
D = 120° 
—5À-8-6452360 = Y 
> 180º — (a + b) + 

+ 180? — (c + d) + 

+ 180º — (e + f) + 120º = 

= 360º > 
>a+b+c+d+e+f= 300° 


4 


р 180? - (e + f) 


n=nn=n+1;n=n+2 
=" + 1)(п +1 – З + 2)(п +2 – З 

n(n ) , (n Ха ) , (n Ха ода 
2 2 2 

= n? — n — 20 = 0 > п = -4 (não serve) oun = 5 


О polígono com maior nümero де lados 6 o que tem mais diagonais. 
Logo, n, = 5 + 2 > n, = 7. 


(n + 1—2)-180% (n-2):1809 _ 


n+1 n шан 
(к= 1)-480% (1-2)-480% .,. 
n+1 n 
= n(n — 1)- 180? — (n + 1)(n — 2) : 180° = 5° - n(n + 1) = 
>n2+n-72=05(n=-9oun=8)>n=8 


MAUI — Circunferência e círculo 


342. 


343. 


(1) R, + R, = 7; (2) R, + Re = 5; (3) Re t Ro = 6 

Somando (1), (2) e (3) temos R, + Rg + R. = 9. (4) 

Fazendo (4) — (1), vem R. = 2; (4) - (2) vem R, = 4; e (4) — (3) vem 
R, = 3. 


a) 
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353. 


354. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


PA = PQ > APAQ é isósceles 

PB = PQ > APBQ é isósceles | quadrilátero АРВО = 

АРВ = 80? 

= 2а + 2b = 280? > a + b = 140? 
AQB-a-cb 


| ав - 140? 


b) Tracamos a reta t, tangente comum 
pelo ponto Q. Prolongamos BP até 
interceptar a reta t em R. 


Note que t (1 AP = (S). 

SA = SQ — ASAQ 6 isósceles 
RQ = RB = ARQB é isósceles ; quadrilátero APBQ = 
АРВ - 100% 

= 2а + 2b = 260? = a + b = 130? 


02-22 | дв - 130 


R=r<d<R+r 

d = 20 cm; r = 11 cm 

R é múltiplo ын 
— 

9<R<31 


> 
= (R = 12 cm ou R = 18 cm ou y 


R = 24 cm ou R = 30 em) 


[3R- 11<20<R+11>9<R<31 


Sejam R,, Кр e Кг os raios das circunferências de centros A, B e C, 
respectivamente. Temos: 

R, + Rg = 12 (1) 

Re — R, = 17 (2) 

R. — Rg = 13 (3) 

(2) + (3) = 2 : Rc — (R, + Ra) = 30 > 2R, — 12 = 30 > 
>R.=21m>2R,=4m>R¿=8m 

Resposta: R, = 4 m, R; = 8 m, К. = 21 т. 
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355. 


359. 


361. 


364. 


Seja AP = x. Então, PB = 7 — x = BQ. 


€ 
ВО-7-х Ш Е kc R 
BC = 6 [200 -x-1- CR x 
M ca А Ң-9-х 
АС-8 7-x 
Mas: АК = АР->9-х-х- 
= x = 4,5 B 7-х р х Е 
Temos a + b + с = 2р = 
= р + с = 2р — a (1) 
Seja АР = x= АО = х > po x A 
=O0O0B=c-—X=BR=c-X= с-х 
= ВС = а+х- с> х 
--СР-а-х-с 
Como CP + AP = b, temos 4 
а+х-с+х= р> БҮРЭН 
>2x=b+c-a AA 
Utilizando (1), segue que 
2x=2p-a-a>x=p-a 4 


Note que RA - RC, que 58 - SCe 
que PA - PB. 

Temos: 

perímetro APRS - 

= (PR + RC) + (SC + PS) = 
= (PR + RA) + (SB + PS) = 

= PA + PB = 10 + 10 = 20cm 


Temos BC - 26 cm (Pitágoras). 
De acordo com a figura: 

(10 — r) + (24 — r) = 26 > 
= r = 4 cm 
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366. 


367. 


370. 


371. 


372. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


De acordo com as medidas indi- 
cadas na figura: 
(с-і)-(0-!)-а- 
b+c-—a 


= r= 5 


a-(b-rn-c(c-r-oa-b-tc-2r ET 
a+b+c=2p>b+c=2p-a 
>a=2p-a-2r>a=p-r 


Observe que a altura do trapézio A 
(AB) tem medida igual a 2r. 

ABCD é circunscrito => 

= AB + CD = AD + BC 2r 
Então: 

2r+ 13=10+ 15 r=6 


Sejam a e b dois lados opostos e ce d os outros dois lados opostos. 


Temos: 


a-b=8(1)c-d=4(2)a+b=c+d(3)a+b+c +d=56/(4) 


Substituindo (3) em (4): 
а+р+а+р = 56 ъа +6 = 28 (5) 
(5) e (1) > (a = 18 ст, b = 10 ст) 
3)>c+d=a+b>c+d=28(6) 
(6) e (2) > (c = 16 em, d = 12 em) 


BC = 4 

perímetro AABC = 10 
DP = x = DQ = x 
ЕО = у> ЕК = у 
BR = z > (BS = z, SC = 4 — z = СР) 


[oe +AC = 6 (1) 
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374. 


375. 


376. 


(1) > АВ + AC = 6 > 

= AE + ER + RB + AD + 
+ DP + PC = 6 > 

= АЕ +y + z+ AD + 
+x+4-z=6= 

>AE+y+AD+ x= 
= 2 cm, em que 
AE +y+AD+xéo 
perímetro do AADE 


D w sz C 


Hipótese: ABCD é paralelogramo circunscrito 
Tese: ABCD é losango 


Demonstração 
Basta mostrar que AB = BC. 
ABCD é paralelogramo = 5 = CD >x + y = z + w (1) 
AD = BC >x + w = y + z (2) 
Somando membro a membro (1) e (2), obtemos: 
2X+y+Ww=2z+y+W=X=z 
Então: 
AB = x+ y = z + y = BC > AB = ВС = CD = AD = ABCD ё losango. 


Sendo O o centro, АВ о diámetro 

e CD uma corda qualquer que nào 

passa pelo centro, considerando o ЖОО р 
triángulo COD, vem: «m | 
CD<0C+0D=>CD<R+R> Май», 
= СО < 2R = CD < AB 


Sejam AB e CD as cordas tais que 


A 
MO = МО, em que M é ponto médio DAN 
de AB, N é ponto médio de CD e O é 
о centro da circunferéncia. ( 
Temos: C од 
МО z NO (һірбіеве) р 


ОВ = OD (raios) — AMBO = ANDO = MB = ND > AB = CD 
AMBO, ANDO retângulos 


UJ 
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ИЕП ЭП — Ángulos na circunferência 


382. 


384. 


385. 


386. 


388. 


с) CDA = 180º - x > 
= АВС = 2 - (180º — x) 
ABC = 150º = ÁDC = 300º 
ÁBC + ÁDC = 360º > 
= 2(180º — x) + 300º = 360º > 
= x = 150º 


а)АОС = 100° 
OA = OC (raios) > AAOC é isósceles 
(ОВ 1 AC; AAOC isósceles) = 
= ОВ é também bissetriz -> 
— AÓB = BÓC = 509 
OB = OC (raios) = ABOC isósceles 
BÓC = 50° 


AÓD = 115° 5 АБ = 115° 


_ ÁDC _ AD + 66 
х = 2 —X- X» = 


115? + 105º 
x = ———x@Ü x= 110º A 


СЕр + АЕВ 
a = = 
2 
270 = ABB + 50° + AEB 
2 
> АЕВ = 45º 


СР = АЕВ + 50º > СЕЙ = 95º 
b) ABC = 40º = CD = 80º 


АВР = 120° = PDB = 60° = 
= ВЕ = 120° 


BE — CD 
шалыг 
120? — 80? 
ЕЕ ас 
= x = 20° 
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кеуек 
шиг 


BA XC 
Í 7 
<> 
| <= 


DAx 


ASS 180º -x 


A 
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389. 


391. 


393. 


395. 


— a 


pan 
— AVB= 310º — 50º 
2 
— AVB - 130? 
ARVS > (Š = 40°; V = 130°) = 
= x = 10° Й 
C] 


R 


ВОС = 160º. Prolongamos CO até 
interceptar a circunferéncia em D. 
Temos, então, BÔD = 20°. 

BÔD = 20º 5 DB = 20º 

Unindo O e Ae usando o fato de OBA = 
= 60º, obtemos AAOB isósceles. 
Daí, AÓB = 60º е АВ = 60º. 


Então: 
_ АВ + BD 
EE 22 
60? + 20? 
= а = 353 —— > q = 40º 


2 


Unimos o ponto A com o ponto С. 
Note que ACB = 90º. 

Unimos С com Q e Q com D. Temos: 
(CD = R, CQ = R, QD = R) > 

= ACQD é equilátero. 

Então: 

CD = 60º = СА = 30º 

(ЛАСК, C = 90º) = a = 60º 


а) AAOD é isósceles => 
= (ОАР = y, AÓD = 180? — 2y) 
AÔD = AD = 180° — 2y = 120º > 
= y = 30° 
ДАВС é retângulo em B, então: 
х + 5 = 90° > 
= x + 15° = 90° = x = 75º 
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396. 


397. 


398. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


b) ABCDE é pentágono regular. Então 


АВ = BC = CD = DE = AE = 72º 

Daí: E 
АВ + БЕ 

x =—= 

ax 129 T 25 = 72» A 


2 


№ 


Unimos о centro O com o ponto Се 


р 
C 
B 
com o ponto A: D 
OB 1 АС 2 M é ponto médio de АС. 
ЛОМА = AOMC (LAL) > 
—AÓB - BÓC - 60? 
АОВ = 60º = AFB = 60º RM 
АЕВ = 60º > АВС = 120º > Na 
605 69 
A 


= ADC = 60º 


Consideremos o triângulo POR da 
figura. 


т 


Seja ОК = x. Calculemos x: 


— -- 


ÓPR — QR 


80 o > 
> go» = 369 a 
= x = 100º 


Analogamente, y = 140? ez = 120°. 
Daf: 


X © о 
P-5=P-50 | 
0=5=0=70º V 28017 
B R C 

х 2 д © 

=5=>R = 60 


АВ, ВС е АС ѕегет proporcionais a 2, 9 e 7 quer dizer que АВ, Все 
АС são da forma 2k, 9k, 7k. 
Então: 
2k + 9k + 7k = 360º > k = 20º > 
= AB = 40º; BC 180% АС = 140º 
Daí: — = 
° AC ° 
о---->0-20;)----р-70 


2 
A razão entre o e р é T 
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401. BQC=x=>BC=360º-x 
o 360º — x — х 

28º = — = 
= x = 152° = BÓC = 152° 
ABOP = AQOP (caso espe- 
cial) > ВОР = ООР = а 
ACOR = AQOR (caso espe- 
cial) 2 CÔR = QÓR = b 


Temos: 

2а + 2р = 152 >a +b = 

= 76° 

Como PÓR = а + b, temos 

РОВ = 76°. 

D = - . | — 360? 
402. АМ é lado do triángulo equilátero inscrito -> АМ = 

BN é lado do quadrado inscrito > BN = 


лт 


(АМ = 120º, AMB = 180º) > 


60º, NB = 90º) 2 
= NBM = 150º > NAM = 210º 


210º — 150º 
= —— 0-30? 120° 


404. А 


— ABB = 240 5 120 


= APB = 60º 


405. а) ВАС = 35° > ВС = 70° > 
= CD = 110% 
apa T 


= СЁ” = 20? > x = 160? 


= АМ = 120° 


- BN = 90º 
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409. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


b) ЕСЕ = 160º > ВАС = 2 E — ВАС - 20? 
ВАС = 20º 2 ВС = 40° 
АЮ + ВС AD + 40º - 
710° = — = 70° = — 5, — AD = 100° 


AD = 100? 2 x = 80? 


Hipótese Tese 
r//s -—m(AB)- m(CD) 

Demonstração 

ACB = ADB = a (pois subtendem 

o mesmo arco AB) 

Analogamente, САР = CBD = В. 

ACB, CBD são alternos = 

= AGB = СВр > о = B 

а = В = m(AB) = m(CD) 


Sendo а hipotenusa igual ао 
diámetro (2R) da circunferéncia 
circunscrita e CPOR um quadrado, 
temos: 

BR-BS-a-r 
AP=AS=b-r 

= АВ = а + р – 2г = 

>a +b- 2г = 26 > 

за + р = 2(6 + r) 
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412. 


1) АВН, - ACH,, pois 2) А circunferência de 3) Analogamente ao 


possuem lados diámetro AB passa passo 2), temos 
respectivamente por Н, e H,, pois ACH, = АВ,Н,, 
perpendiculares. АН,В = АН,В = 90º. pois subtendem o 
Então, ABH, --АН,Н,, mesmo arco АН, 
pois subtendem o na circunferéncia 
mesmo arco AH, de diámetro AC. 
na circunferéncia de 
diámetro AB. 


De 1), 2) e 3) concluímos que: АН, é bissetriz do ángulo HP, H3. 
Procedendo de modo análogo aos passos 1), 2) e 3), teremos 
Н,Н,С = CH,H, e H,H,B = BH,H, e, portanto, o ponto H é incentro 
do AH,H5H,. 
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Кее — Teorema de Tales 


419. 


424. 


NC // АС |=acom é paralelogramo > 
AN // TO 

= A'C' = AC = 30 cm. Dal: 
X 2 

( $x + y=30]ə 


= (x = 12 cm, y = 18 cm) 


AB, ВС e CD são proporcionais a 2, 3 e 4, isto é, AB, BC e CD são da 
forma 2k, 3k e 4k, respectivamente. Temos: 


АВ 2 a 2 > AE ЗК 

AB AE 2k 3k 9 

BC EF "Sk тіні а 
9 


Bc tr 3k 2* 


тк” 
K 9 M 9 7-18 
AB 5 2k 57^ 5 
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2) Analogamente, encontramos: 
_ 27 36 


JI = Ss IH = Sk 
27 81 54 
KL = tk, LM = тске MN = =k 


3) AD + AG + HK + KN = 1805 
9 36 27 18 27 81 54 _ 
[ars tata e DADA селе к- 


20 
= 180 > k = EA 
20 90 162 80 
4) k = Z Е- = em, LM --ә em, CD = cm) 
427. Hipótese Tese 
De ВС 
DB ЕС” 
Demonstração 
Tomemos E' em АС, DE' // BC. 
Temos: 
AD AE 
DB EC ° 
AD + DB AE + EC 
>> D ^ Ес + 
AB AC 
>p Ec 
Teorema de Tales — 
AB AC 
DB EG (2 


(1) e (2) = EC = E'C = E = E' = BE // B 


Teorema das bissetrizes 


434. a) perímetro AABC = 75 m 
BS = 10m, AC = 30 m 
Sejam AB = x, SC = y. Temos: 


нээв + 5С = 35 т 


10 y ху - 300 x=20mey=15m 
x 30 > =>) ou > 
x+y=35 x+y=35 x=15mey=20m 


— (AB = 15 m ou AB = 20 m) 
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р) Sejam AB = x e AC = y. Temos: 


perímetro AABC = 23 > x + y = 13 


8 = 
AP é bissetriz externa > — = — Р айлд 


431. Sejam CP = x, АВ = у, AC = z. 
Temos: 


Teo. biss. ma eos À е 
2 3 
DES y y E 
4 2 от 

Teo. biss. ext, =» P TX 5 э B 8 $5. C хол P 

14 + 
TSM >x=42m 

Y 3y 

4 
438. Temos duas possibilidades: 

18) А 23) A 

18 cm 18 cm 

B 9cm 16ст C B 16cm 9cm С 
9 _ 16 _ 16 9 _ 81 
qu иба 18 aço Ag cm 

439. Note que BC = 40 m. A 
Perímetro ЛАВС - 100m — 
= АВ + AC = 60 m = 
= c + b = 60 
с р 
с+р = 60 
с b (= 24еЬ = 36) 
16 24 
В 16 т 24 т С 
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441. 


443. 


444. 


: : х 20-х 
Teo. biss. int. > Slc 


-эх- 12ст 
О+у y 


Зх 2x 


—y-40cm B x 20-х C 5 


2 
Teo. biss. ext. > 


20-у y 
36 24 


O centro do círculo é o incentro do 
AABC. A 
Sejam E, F, G os pontos de tangén- SS 
cia da circunferência com os lados 3 J^ 


e» 

BC, AB e AC, respectivamente. F АҮ 
ЛО 

ER 


Temos: 

АҒ = АС = 3; СО = СЕ- х; ^ 

ВЕ-ВЕ-6 B = С 
(BD = 7; ВЕ = 6) > DE = 1 = 6 1 x-1 
—CcD-2x-1 x 


O centro do círculo inscrito é incentro 
do AABC, donde tiramos AD bissetriz 


de Á. 

Então: 

BD CD Т х-1 
AB ACTO Зак 
= x = 15 

BC = 5 cm > 
Perímetro AABC = 15 cm 


= AB + AC = 10 cm (1) 


"M 3 2 
Teo. biss. int. > АВ АС (2) 
(1) e (2) > (AB = 6 ст, AC = 4 cm) 
ӨҢ BS CS : 
Teo. biss. int. -э AB АС ZA A АР NENNEN ` 
B 3 2 C 5 
+ 
23 25 эсэн ЭЭ 10 ст 
6 4 
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(07151118 09:18 — Semelhança de triângulos e potência de ponto 
Semelhança de triângulos 


454. 2p = 8,4 + 15,6 + 18 > 2р = 42cm 


_ 2р | 42 _ 6 
hoe asm 
Seja / o maior lado do segundo triángulo. Temos: 
18 18 6 
77 э = = = 15 ст 
DE // BC A 
458. DE // BC 2 ЛАВС — AADE = ША 
ч сре хи Ny 
AD АЕ РЕ Hu ``. 
x+5 y+7 18 D ME 
M ГИЯ ш 5m im 
= (x = 10 m,y = 14 m) 
B 18m C 


Casos ou critérios de semelhanca 


460. а)а = В | емес ~ ADEC > 


АСВ = ВСЕ 
AB АС ВС 
"BE DC EG 
8 X 6 
32 


b) a = В 
ACB = DÊE [2480 ~ AEDC = 
AB АС BC 
ED EC DC 
6 х-8 у-2 
xd m y 8 > 
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461. a) ВАС = CBD 
АСВ = BÊD cni 
= AABC ~ ABDC = 
АВ АС BC 
BD BC DO” 
5 9 х 
T^y x d 
Е 2210 
-(.-өу-3) 
b) ВАС = CBD la 
ACB = BCD (comum) 
= AABC ~ ABDC = 
АВ АС ВС 
“BD BC DO” 
х у+4 6 
>57 6 47 
15 


462. a)r//s = ДАВС ~ ЛАРЕ = 


= ЕЕ 
DE h 
21 8-х 
=p g “40 


b) Análogo ao item a. 


464.  а)АВ/ DE > ВАС = ЁС (alternos) 
АСВ = ECD (o.p.v.) 


22480 - AEDC 


b) Da semelhanga do item a, temos: A 5 B 
к NP NN 
DE CD 710 CD” 6/7 
= CD = 14 Ч 
р 10 Е 
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468. 


469. 
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ЗАҚ = ВАС (comum) 
SR АЗ ох 5 

BC AB 8 10 а 

>x=4 


ASR = АВС (iguais a о) |= леля ~ АВАС > A 
5 


ACE — ADB (dado) 
CÁE — DÀB (comum) |= лАсЕ ADE 
AC AE 11 5 


AD AB x+5 8 
63 


= x = — cm 
5 


a) ВАС = CËE (retos) | b) ВАС = CBD |> 
АСВ = DCE (сотит) ACB = DCB 
= AABC ~ ADEC = = AABC — ABDC > 
AB AC 
> DE = DC > 
8 15 28 
275-753 


А 
Е 75 
о 
C 
Е 
В р 5 
----П-ү I 


17 


CDE = АВС (retos) | A 
DCE = ACB (comum) 
= ADCE — ABCA > 

DE CD © 
=> АВ = BC = 


70 


Z+ 
LM NEN 45 
15 20 4 п C 
ғы. 
20 


Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


470. 


471. 


472. 


474. 


475. 


ABC = CDE (retos) | 
ACB - CÉD (correspondentes) 
= ЛАВС ~ ACDE => 


ABC = CDE (retos) | 
ACB - CÉD (correspondentes) 
= ЛАВС ~ ACDE > 


2р = 4х > 2p = 16 


Seja x o lado do quadrado. Temos: 
CÉD - САВ (retos) 

CDE = РВЕ (correspondentes) | 
= ACDE ~ ADBF > 


DE СЕ 
= BF DF?” 
X 4-х 12 
"6- X сыйы mr 
ABCD trapézio = AB/CD> Е 
— AEAB — AECD = A 
EF АВ | PIN 
РС CD °> + IG һ + 10 cm 
Эл ИЧЕТ Рея “уа 
h 30 E B 


— (EG = 15 cm, EF = 25 ст) 


DE // BC = ЛАРЕ ~ AABC > 


DE АР 
BC АС 
b 12 
ар зэр MEL 
3 
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480. 


AB АС 
AE АР = AABC — AAED > 
BAC (comum) 

AB BC 25 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


Note que y é base média do trapézio. 

Daí: 
224-416 
|| 2 

Tracemos BJ, com BJ 1 КІ. Temos: 

ED = FG = JK = 4. 

Então obtemos: CD = х — 4e 


= y = 10 


GH = 6. 

CD // GH > ABCD — ABHG > 
CD BD 

> G BG? 

x-4 3 

--< q 4 6 


(AC = 17, EC = 4) = AE = 13 

АСВ e EDC possuem lados respecti- 
vamente perpendiculares. Daí: 

АСВ = EDC 

ABC = DÊC — 

= ЛАВС ~ ACED > 


AB АС ВС 
СЕ CD ED” 
8 47 15 
>= = 
4 y X 

_ 15 -5) 
spese 


Sejam ABC = b, ACB = c. Então: 
ДАВС > b + с = 90? А 
ABGD > b + BGD = 90? 2 BGD = c 

ACFE > c + СЁЕ = 90° > СЁЕ = b | 


BD GD 
> ABGD ~ AFCE > TE = cp > 
8 
Ss. аха 4 gm В 
Х 2 


Logo, o perímetro do quadrado é 
igual a 16 cm. 


X 
AE ЕЗ mp 127 4-99 


Ө | Fundamentos de Matemática Elementar 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


481. 


482. 


483. 


484. 


485. 


ВАС = BÊD 

ABC (comum) | 

= AABC — ACBD > 
AB BC 

> св == вр > 
x+4 10 


== = B 10 C 
10 д X 21 


— 


ВАС - АВР (retos) ІҺ 
АРС = ВРО 
= ЛАРС — ABPD > р 


SETA =F A x P 25-хВ 


Unimos os pontos С e E. 6 ^ 
AE é diâmetro = ACE = 90º (1) A 
ABD e АЁС subtendem o mesmo в А E 


arco АС > ABD = AÉC (2) 
(1) e (2) > AABD — AAEC > 
6 


h 
^30 = 10 21 = 29 5 


Tracemos o diámetro BP e unamos 
P com A. 
APB -- АСВ (subtendem o arco Ше 
ВАР = АНС (retos) 
= AAPB ~ AHCA = 
AB 


_ PB 
“НА CA” 

4 2R 
xd E RSA 


Pelo ponto A tracemos MN, com 

MN // CD. 

0,АМ - О,АМ El 

О,МА = O,NA (retos) 

= AO,MA ~ AO,NA > 
OA OM 


OA ON 
R REN pe 
r h-r EL 


Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


486. 


487. 


488. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


ABO = ADO = СОО 

= ABGO = ABEO > 

>BG=DE=2m 

DE=2m=AG=x- 2 

DE // AG > АҒАС ~ AFDE > 
FA Аб 

> FD DE” 
x+4 x-2 

4 2 


>x=8m 


Tracemos a bissetriz interna AS. 
Temos o que segue: 


АС5 = SÂC = y > 

= AACS isósceles > AS = SC = k 

(BC=x,SC=k)=>BS=x-=k бт un 

ASB 6 externo ao AACS = ASB = 

= 2y B SE 
S k 


Bom АВ! = AABS A ABA A 
ASB = ВАС 


6 к х-к [к= 60(1) 
10x — 10К = 6k (2) 


э 10 6 


(2) > 10x = 16k > k = 5; (3) 


(3) em (1) >x: 2x = 60 x = 46 m 


Unimos A e B com Q. Temos o que P 
segue: o 
ОАН = РВО (subtendem QB) | = 
ОНА = QSB (retos) 
= ЛОАН ~ AQBS = 
= Sn = = 
QS QB 
x QA 
“аг OB (1) | 
ОВА - RÁQ (subtendem AQ) E 
OHB -- QRA (retos) 
= AQHB — ЛОВА > 
ОН  QB 


QR QA 
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x QB 4 QA 
>4 QA x 082 
X 4 
(2)е (2) 5 5 = 9х = 6 
a ДЕС - АОВ „ ARO AQ „ АЮ, 
Өн hs sabe ийг = ы 
„АБС 
>C+D= 


1) e 2) => АНС = ÁSD = АВС = ABD = 90º => a 22. 
AD 6 diámetro 
3) Como t e / são tangentes, temos САО = 90º. Então: 
AACD = € + D = 90º. Daí: 
(ДАВС = ВАС = D; AABD > ВАР = É) = AABC ~ ADBA > 
= b = Br >Z = Š — = ab = x = (аб 
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


Potência de ponto 


495. а) (PA) х (PB) = (PC) x (PD) > 
=3:8= (x + 4): (x — 4) > 


A 
х-4 
54 
->Х2- 16 = 24 > É 
= x2 = 40 = x = 2/10 
Resposta: 2410. 


b) (РТ)? = (PA) x (PB) = 
= x2 = 2 : (2 + 2х) > B 
= x = 2(1 — 42) (nào serve) 


ou x = 2(1 + 2) jn 2 
Resposta: 2(1 + V2). P 


= 

496 a) (PA) x (PB) = (PC) x (PD) = b) (PA) x (PB) = (PC) x (PE) = 
-э4.(4 + 2R) = 8 · 10 > 55:11 = 4: (16 + CD) > 
= В = 16 = СО = 4 


(CD) x (DE) = (DF) x (DB) -> 
=:4 19 -—25(9R - 2) > 
—R-13 


500. Temos: d, = 10,0, = 3, d, = 6,r = 6. 
Pot A = |92 — ?| = 
> Pot A = |102 — 62| = Pot A = 64 
Pot B = |a? - | > 
> Pot B = [3? — 62| > Pot B = 27 
Pot C = |a? — | = 
> Pot C = |62 - 62| = Pot C = 0 
Logo, 
Pot A + Pot B + Pot C = 91. 
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501. 


502. 


505. 


(PV = К, SV = 2r) = PS = R – 2г B 
Poténcia de ponto — 
> (PT? = (PV) - (PS) > 


=? = R(R = 2) = ү 
= г? + 2Rr — R? = 0 > ) 
>P + 2Rr + R2— R2—R2=0= R 

= 12 + 2Rr + R? = 2R? = 0 > 

= (г + В)? = 2R? > 

>r+R=V2R => 


= r = (42 - 1)R БАКЕ 


рш = аат 


ВАР = ВАР (comum) 
= AABD — AAPB 
A 
Z s, | 
7 
р 
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ONDA — Triângulos retângulos 


Relações métricas 


514. a) (6V5) =122 +y >y=6 b) y? + 42 = (a5? > 


у2 = 12 -z> 36 = 12 -z> > y? = 80 – 16 > 
-э1-3 —y-8 
№ = үр +26 0 -36-9-» 42-х-у->16-х:8- 
= x = ЗУБ = x= 2 
z 
A 12 
645 
515. х2 + 122 = 1325 x = 5 
122 = 13. _ 144 
x2 = 13:25 25 = 137 > 
2-25 
>7= T3 
12 -x= 13 -t> 12:5 = 13:t—> 
¿90 
548 
516. 
62-28-2-» [x + y? = 80 х2 + 42 = 62 — x = 2\5 
=R=9 х = 2у i 42 =xy> 
>y + 2у – 80= 05 >16=25-:y> 
= y = —10 (não 8У5 
> y = — 
serve) ou y = 8 5 
Mas y = 2R - 2. Daí: STIA 
2R-2=8> 8V5 _ 
20 = 2\5 + s =2R> 
945 
цг е 
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519. 
4 
Note que 12 — х2 2 _ қо 
ДАВС = AFED (caso especial) -» | 2 | лалы 
> ВС = DE = 2. Daí: 12 — хо 
х2 + 22 = 62 > x = 412 >| 2 |-ө» 
12- 
> ә ges cB 
2 
522. a) 


D H 7 С 


ABCD paralelogramo — ABCD paralelogramo — 

= АВ = Ср = 10 > HD = З = Ар = ВС = х 

AAHD: х2 = 32 + 425 х= 5  ABED: (9 + y)? + 8? = 172 > 
> (9 + y}? = 225 > 
= 9 +у= 15 »у= 6 
АВЕС: х2 = 82 + y? > 
= X = 64 + 36 x= 10 


523. Da figura temos: 
(EF = AB = 10, CD = 20, DE = x) > 
= (CF = 10 — x) 


AADE: h2 + x2 = 64 т 

ABCF: h? + (10 — x? = 84] 

h2 = 64 — х2 

(эвээ 

->64-х2-84-100--20х- xX => 

= x =:1 

h? + х2 = 64 >h? + 16 = 645 D x E 10 F 10-х С 
= h = 443 
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524. a) 
4 445 
у х 
(x + y? + 42 = (415)? > х2 + у? = (2413) = 52 
—x-y-8(1) (2x + y? = 102 > 
х = үу2+ 425 2 – у= 165 >4%+52-x=100> 
= (х + у)(х — у) = 16 = >x=4 


> 8(x — у) = 16 = 
= x — y = 2 (2) 
(1) е (2)= x= 5 


9) 
5 
2-5, 
у 5-у 
y = 36- х2 m x? + y? = 20 EN 
y? = 144 - (x + 8? х2 + (5 — y)? = 25 
=> 36 – х2 = 144-(х--8)-> > 20 – у? = 25 – (5 – у)? > 
11 эу-2-эх-4 
CETTE ME 


525. c) AACD: (AC = 10, AD = 8) Š CD = 6 
ABCD > (BC = 8, ср = 6) & x = 247 
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ABCD é circunscrível => 

= AB + CD = AC + BD = 

= 10 + 15 = 2R + BD > 

= BD = 25 — 2R 

ABED > 

> (25 — 2R}? = (2R)2 + 52 > 
>R=6m 


Note que as retas / e m sáo 
tangentes e, portanto, per- 
pendiculares aos raios nos 
pontos de contato. Daí: 
ДАВС é retângulo em С => 
> АВ? = 82 + 62 > AB = 10 
Rel. métricas = 


э8.6-10-2-х-946 


E 


b)Tracemos AC pelo ponto de 

contato da circunferéncia maior 

com a reta tangente. 

Temos: 

ДАВС: (AC - 9, AB - 15, 
ВС =х)= 

= х2 = 152 — 92 = x = 12 


(АН = 25, ОА = R) > 

= ОН = 25 – R 

ДОНС > 

= В? = (25 — В)2 + 152> 
5 В = 17 т 


Р 


p 


PA = PB = PC = x (tangentes а 
partir de P). Daf: 

ARST: (RS = 10, RT = x — 4, 
ST-x- 6) 

Teorema de Pitágoras: 

102 = (x — 62 + (x — 42 > 
= xX — 10x — 24 = 0 > 


= x = —2 (não serve) ou x = 12 
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530. b) Unimos o centro com os pontos de 
tangência e obtemos o quadrado 
POQA. 
(AB = 8, ВС = 4/13 2%, 
= АС = 12 
АС // OP > AĈO = РОВ | 
8 


AB // OQ > АВО = QÓC 
=> APBO ~ AQOC > 


PB _ PO . BA 
00 QC 
„Ө it r EN 
r 12-r 


>r= 4,8m 


531. b) AS 6 bissetriz > => 
Х 10 
= x = 2у 
AABC > AC2 = AB2 + BC2 > 
= 100 = (2у)2 + (y + 52 > 
= y = —5 (não serve) ou y = 3 
y=3>x=6 


536. Aplicando o teorema de Pitágoras no 
AAMB: 


в? + [EP = 2=1=483 
2р = 3/ = 2р = 12/3 т 


537. Para facilitar os cálculos, seja a A 
base BC - 2x. 
2p = 18 > AB = AC = 9 - x. 
AAMC: х2 + 32 = (9 — х)2 > 


= x= 4 > ВС = 2x > BC > 8 т 
9-х 9-х 
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538. 


539. 


543. 


544. 


2 


А menor altura 6 
lado. 
Triângulo de lados 4 т, 5 me 6 m é 


acutángulo. 
Temos: 
AABD: x2 + y2 = 16 Р 
AACD: x? + (6 — y)? = 25 
= 16 – y? = 25 – (6 — у)? > 
9 2 9\2 

== + (=) = 16 

= y 2 = X (2 = 


relativa ao maior 


ABHC > х2 + h? = 144 
= 100 - (10 — x)? = 144 - 22 
= х2 — (10 — x} = 100 >= 
36 
5 362 
X + h2 = 144 = h2 = 144 — => 
әһ=9,6т 


ДАНС > (10 — x)? + h? = =з 


= x = 


Seja 2x a medida da base. Temos 


A 
que os lados congruentes devem 
medir 2x + 3, cada um. Aplicando 
Pitágoras no AAHB: 
(2х + 3)? = х2 + 122 > 2x 43 
= 2 + 4х – 45 = 0 > 
— (х —9 (пао serve) ou x = 5) п 


х = 5 base = 2x = 10 т. CxHxB 


Sendo 2D e 2d as medidas das dia- 
gonais e / a medida do lado do 10- 
sango, temos: 17m 


20-88-2429 spin 


4 
2D — 2d = 14 п 
сг 

d-D-7 

D? + d? = 289 

> D? + (D — 7)? = 289 > 

> D? – 7x – 120 = 0 > 

— (D = -8 (пао serve) ou D = 15 m) 

(D = 15 m >d = 8 m) > (2D = 30m, 2d = 16 т) 


=» 


Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


545. 
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556. 


557. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


Seja ABCD o trapézio retângulo. 

Temos: 

AB + BC + CD + AD = 30 > A 3 В 

= AD + BC = 18m 

AD = h >h + BC = 12 > 

= BC = 18 – h. 18-h 

Tracando BE, BE 1 CD, temos: 

ML LLL Ё 
CD = 9 D 3t 6 C 

ABCE: (18 — h}? = h? + 62 > 

-һ-8т 


Sejam b е c as medidas dos catetos. 


Temos: ф 
ІН + с? = 625 Р + c2 = 625 
> b d 
рс = 12-25 bc — 300 
E + c? = 625 (1) 

— 

2bc — 600 (2) a 
(1) + (2) 2 b? + 2bc = c? = 1225 = 25m 


> (b + 0)? = 1225 > 


= b + c = 35 (3) 
(3) e (2) => b? — 35b + 300205 ou 
b = 15 > c = 20 


Resposta: os catetos medem 15 m e 20 m. 


MCN 


Seja P o ponto de tangéncia de CD в rc 
com a circunferéncia e tracemos a al- 
tura CQ. Temos: 

ВС = СР = г; Ар = DP = R = 
AD=R,AQ = г> QD = В — г 

= Ср = К+ г 

ACQD: (R + r)? = 2 + (В – n= 
h = 2NRr 


a: hipotenusa, b, c: catetos. — 
Temos: 
E. + b? + c? = 200 (1) 
a? = bp? + c? (2) 
(1) em (2) > a? = 200 — а2 = a = 10 
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559. 


560. 


561. 


562. 


Considerando а figura, note que 

AB — ЕҒ- 10 cm. Temos: 

(СЕ = x, EF = 10, Ср = 24) = DF = 14 — x 

AACE: х2 + h? = 169 > h? = 169 — х2 > 
ABDF: (14 — x)? + h? = 225 > h? = 225 — (14 — x? 

> 169 — х2 = 225 — (14 — x}? = x = 5 cm 

AACE: х2 + h2 = е 169 > h > 12 ст 


Trapézio 6 isósceles = 

= АВ = Ср = 13 ст 

Trapézio ё circunscrito = 

= AD + ВС = АВ + Ср > " di 7 

= Ар = 8 ст 

Tracando as alturas АҒ e DE, temos: 

(EF = 8, BC = 18, BF = CE) > 

> BF = CE = 5 cm EA 

ЛАВЕ: 52 + h? = 132 >h = 12cm В 5 F 8 Е 5 4 


AABM: AM? + 82 = 172 > 


= AM = 15cm 
АВМС: МС? + 82 = 102-> 
= MC = 6 cm 


AC = AM + MC = AC = 21 cm 


Considerando as medidas indicadas 
na figura e aplicando poténcia de 
ponto ao ponto P em relação a à, te- 
mos: B 
(РТ)? = (PA) x (PB) 2 

> (РТ)? = 6. 24 > (PT) = 12 ст 
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565. 


566. 


567. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


Traçando os raios pelos pontos de 
tangência e BC // PQ, em que Cé o 
centro da circunferência menor, ob- 
temos o triângulo АВС. Daf: 

AB? + ВС? = АС? > 

> 82 + BC? = 322 > 

= BC = 8/15 cm 

PQ = BC = 8/15 cm 


Seja ABCD о trapézio isósceles 
circunscritível, conforme figura ао 


А х B 
lado. Sejam x e y as bases. Temos: 
АВ = EF = x; DE = FC D e 
AD = Bc = É 5 y 


Sendo d o diámetro, no AADE, vem: 
оа _ (C 
| 2 J = d“ + 5 > 


+ = 
>- -Ff >=. 


Unindo B com C obtemos o triângulo 
ABC, retângulo em B, pois AC é diâ- 
metro. Daí: 

B = D (retos) 

ВАС = ЕАр — 
= ЛАВС ~ ЛАРЕ = 


АС АВ 
= AE AD " 

2R 8 
>15 19 > R = Sem 


Seja D o ponto de tangéncia да cir- 
cunferëncia com o lado AB. Trace- 

mos o raio OD. Temos: 

AADO > OD? + DA? = 0A2 > 2 
= 32 + DA? = 52 > DA = 4 cm 

ADO = AMB (retos) 

OÀD = ВАМ ien 
= ЛАМВ ~ AADO > 
MB AM Х 
DO ADS 


— 


8 X Mx 
= 4 >x = 6 > BC = 12 ст 


= 
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568. AABC > AB? = b? + 1 = р 
AABD = AB? = 4 + BD? 
= BD + 4 = b? + 1 > A 


= BD = Үр? — 3,b > ҮЗ b 


569. AACD = AC? + AD? = CD? > A B 
= AC2 + 152 = 252 > 
= AC = 20 cm 
Relações métricas по AACD: 
AC-AD=CD-h> 
->20:15-25-һ-эһ-12стр 


15 


25 С 


571. Temos duas possibilidades: 
13) 23) 


Sejam P e Q os centros das cir- 
cunferéncias. Tracamos QR, 
QR // AB e os raios PA e QB. 
Note RA - ОВ - 3 ст. Como 
PA = 15 cm, segue-se PR = 
= 12 cm. 

Então: 

APQR: PR? + RQ? = PQ? > 
> 122 + RQ? = 242 > 

= RQ? = 432 = КО = 123 ст 
АВ = ВО = 12N3 ст 


Neste caso tracamos PR tal que 
PR // BQ e QR tal que QR // AB. 
Note RA = ВО = 3 cm. Como 
PA - 15 cm, segue-se PR - 
- 18 cm. 

Então: 

APQR: PR? + RQ? = PQ? > 
> 18? + RQ? = 242 > 

= RQ? = 252 => RQ = 617 ст 
АВ = RQ = 6V7 cm 


Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


572. 


573. 


574. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


a: hipotenusa; b, c: catetos. Temos: 
p=2A5a+b+c=245 $7 
>b + c = 24 – а (1) 


PN 24 b с 
Rel. métricas = р: с = а · — = 
24 9 
—b:c- = 8 (2) 
Teorema de Pitágoras — a 


= b? + c2 = a? (3) 
(1) > (b + co = (24 — a)? = 02 + c? + 2bc = 576 — 48а + a? => 
(3) E? 


=a? + 2. La 576 - 48a +a? = a = 10m 


Considere o triángulo PQR, em que 
P, Q e R são os centros das trés cir- 
cunferëncias que se tangenciam ex- 
ternamente. 

Seja x o raio a determinar. 
Note que PO = r — x. Então: 
AOPR: 


(sp -6-32-(3- i т Q 


ЕЕ: 

= X = 3 

Sejam ABC o triángulo que obtemos ao unir os centros dos círculos e 
P o ponto de tangëncia entre os dois círculos de mesmo raio. Temos: 
ABPC: BC? = BP? + PC? 2 (16 + r}? = 162 + (16 — r}? > 

> (16 + r}? — (16 — r} = 2565 

> (16 + ¥ + 16 — +(46+r— 16 + r) = 256 > 
>32-(21)=256>r=4 
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575. 


576. 


577. 


Sejam ABCD o quadrado e 
EFGHIJLM o octógono regular. 
Temos: 
(AD = 1, AF = x, DE = x) = 
= EF = 1 — 2х 
EFGHIJLM é regular => 
= EF = FG = 1 — 2х 
AAFG: (1 — 2x)? = xX + х2 > 1 
> (1 — 2x} = 2x2 > 
= 1 – 2x = хү2 > 
> x(V2+ 2) =1 = 
2-42 


—x-— 


Tracamos os raios pelos pontos 
de tangéncia e obtemos o tra- 
pézio retángulo EPQF. sc 
Tracamos a altura QS desse --Тү| 
trapézio, obtemos o triángulo 
retángulo QSP. S-r 
Daf: 


8-7-8-1:0-757 


= жге (5-1) 25 


2 2 
(3-242)-а 
хил DE 


Construímos о triángulo ABC, 
de lados AB e BC paralelos aos 
lados do quadrado, conforme fi- 
gura ao lado. Considerando as 
medidas indicadas, podemos 
aplicar o teorema de Pitágoras 
ao AABC: 


a-2r 
(40)? = 2 · (a – 2r? > 
= 4r = (а — 2012 = 
Ш (/2 - 1) -а - 
i 2 
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578. Construímos o triângulo OPB, tal que 
ОР // AC, PB // DE. 
Note que OB = R, ОР = R — 12e 
PB = 54- R. 
ДОРВ > 
= R? = (R — 12) + (54 — R? > 
= R? — 132R + 3060 = 0 > 
= R = 102 cm (nào serve) ou 


R = 30 cm 
579. Temos duas possibilidades: 
12) E está entre as montanhas. 2%) A montanha menor está entre 
E e a maior. 
"PS 
N 
e 
S 
© 
© 
PER H; 
1200 900 
2100 
AP, H ЕШ“ H Е = 1200 т (P.H, = 900, PH, = 2000) = 
АР HEEE E=2100m. 7759. 1100 m 
APPO — AP HE к ЕН, = 1200 т | 
= (P,Q = H,H, = 3300 m; АР;Н,Е----> EH, = 2100 т 
Р,0 = 1100 т) = НІН, = 900 т 
Aplicando о teorema de Pitá- 2Р,Р,0 = 
goras neste último triángulo, = (P,Q = Н.Н, = 900 m; 
temos: РО = 1100 m) 
(Р,Р,)2 = 3300? + 11002 > Aplicando o teorema de Pitágoras 
> Р,Р, = 3478 т ао AP,P50: 


(Р,Р,)2 = 11002 + 900? = 
= P,P, = 1421 m 
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ES 


580. 


581. 


582. 


Considere o ponto Z, intersecáo de 
PQ com a circunferéncia menor. Te- 


mos: 
ZS = SQ = ST = 3 cm > 
= (ZQ = 6 cm) 


(ZQ = 6 cm, PQ = 8 cm) > R 
= PZ = 2 cm > PS = 5 cm 
APST = (PT)2 + 32 = 52 > з СҮ 
= PT = 4 cm А Ч 
ї = 0 (retos) Р 
TPS - RPQ (comum) 
= APST ~ APRQ = 
РТ 51 4 3 


^PQ во” в БО? 
= RQ = 6 cm 


Considere o triângulo isósceles -------- 
OAB, OM sua altura relativa à base, 
P o centro do círculo inscrito no se- 
tor OAB, S, T pontos de tangência 
entre a circunferência e raios OA e 
OB, respectivamente. Temos: 


AB = És AM = Mp = Ë 


R-r 


2 4 
OT=R>0P=R-r 
Š = М (retos) 
SÔP = AÓM — 
= ASOP — AMOA > 
TE ы 09 
МА ОА 
ЖЭЛ RT г. A ХН 
R R 5 R R 
2 4 4 


De асогао com а figura, temos: 


í 
woche 


=3+ = 305 +2) = 


= / = 6(N2 + 1) cm 

Sendo 2p o perímetro do quadrado, 
vem: 

2р = 4 : / = 2р = 24(/2 + 1) ст 
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584. 


585. 
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Cálculo da diagonal AC: 
AACD: AC? = AD? + Ср? > 
= АС? = а? + а? > 
— АС = аү2 = CE 

аү2 


1 
АМ = 5 AC > АМ = 74-2 


= мс = 2. ау 


1 av2 
ЕР = 4 СЕ = EP = РС = —— 
(ACD = 45°, ECD = 45°) > 


— АСЕ = 90° 
ДАСЕ: (МР)2 = | 


3 2 


1) 2 
AN 
k 3k 


Sendo m e n as projeções pro- 
porcionais a 1 e 3, temos: 
т = кеп = Зк. 
Rel. métricas = 
>b? = 4k: k— b = 2k 

c? = 4k : 3k > c = 2V3k 
Dado > 2р = 18 + 613 > 


2аү2 Ї (22 Ї 
+ = 


МР 


ANS 
B C 
3 х 6 


9 
AH: altura; AM: mediana 
Se К = 3, temos: 
(BH = 3, НС = 9) > 
= (BC = 12, MC = 6) 
(HC = 9, МС = 6) > 
= HM =3m 


= 2k + 4k + 2N3k = 18 + 6V3 > 


>k=3 


AAHM >“, HM = 2 cm 


AM é mediana —^ AM = MC = MB = 4 cm 


Rel. métricas no AABC: 
22. - 
c2=8:-2>2c=4cm 
Logo: 
2р-4-8-413- 

= 2p = 4(3 + N3) cm. 


fe = 2 ст 


A 


© 


AR 
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586. 


587. 


589. 


(BC)? = (АВ)? + (AC? = 


= (BC? = 802 + 602 = 
= (BC) = 100 cm A 
(AB) х (AC) = (BC) - (AH) > б Е 
= 80-60 = 100 · (АН) > 
— (АН) = 48 ст 
(АМ) = E > (AM) <-> 
B M H C 


> (AM) = 50 cm 

(AB)? = (BC) · (HB) = 802 = (100)2(НВ) > НВ = 64 ст 

(AC? = (BC) - (HC) = 602 = (100)2(НС) > HC = 36 cm 

(MH) = (BC) — (BM) — (HC) > (MH) = 100 — 50 — 36 > (MH) = 
= 14 em 


Na figura, sejam ABC o triângulo 

isósceles de base BC, O o centro da 

circunferência inscrita e T o ponto 

de tangência desta com o lado AB. A 

Temos: 

ДАТО = (AT)? + (OT? = (AO)? > 

= (АТ)? + r° = (h — гу? = 

= AT = wNh(h = 2r) 

ATO = АМВ (retos) 

ТАО = МАВ 4 

= ATAO ~ AMAB = 
АТ _ TO 

= AM же MB > 
vh(h = 2r) 


E эн 


— 


(Note que devemos ter a + 2r.) 


Na figura, ABC é isósceles de base BC e AH é altura relativa à base. 
Temos: 

AAMH: (AM)? = (АН)? + (MH)? (1) 

AABH: (AH? - (АВ)? — (BH)? (2) 
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(2) em (1) A 
= (АМ)? = (AB)? — (BH)? + (MH? = 
> (АМ)? = (AB)? — (BH? + (BH - BM? > 
= (AM)? = (AB)? — 2(BH)(BM) + (BM > 
= (АМ)? = (AB? — (BM)2BH - (BM)) > 
— (АМ)? = (AB)? — BM((BC) — (BM)) > 
= (АМ)? = (AB)? — (ВМ)(МС) > 
> (AB)? — (AM)? = (MBJ(MC) 
B M H C 


590. Na figura, temos: 
APER é retángulo, EF é altura relati- 
va à hipotenusa — 


P 
> (PE)? = (PR) - (PF) = 
2 
э? -4-а-4-01 
APER > h? + b? = (2 
h^ d ( 
>h? + b == 
a 
b = 2 — а? 
a e 
2h = B 
= 2р = 2h? + — h2? – а? > b E b R 
2h(h + Nn? — a2) 
a Es Ж) 
a 
itágoras av5 2 
591. ЛАОЕ ŽS, gp = 77 Á 2 о 2 в 
[+] Г | 


ABOC Pitágoras ОС = 


_ 5а 
224 


a =» 2 
Е 
ACDE ŽES, EC 


Pela гесїргоса do teorema de 3a 
Pitágoras, a igualdade obtida 4 
acima nos garante que ACOE 
é retángulo em O. Como ОР é 
altura relativa à hipotenusa, 
temos: n 
(OP)? = (ЕР). (CP) " š 
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592. 


593. 


шош ЕБЕ 2 2 ca = SE 
x 
Hipótese Tese 
AD é bissetriz interna NAD? + AE? VAD? + AE? _ 2 
AE é bissetriz externa — CD i BD Е 


Demonstração 


2-CÂD+2-CÃE = 180° = САР + CÁE = 90? = ЛАРЕ retângulo 
em A > DE = ҮАР? + AE? = x 


ЭР . M X X 
Utilizando as medidas indicadas, devemos provar que a 2. 
TE m n m r 
Teor. biss. interna > — = — > — = — 
r 5 n S _ 
. x+m x-n х+т r 
Teor. biss. externa = = = нэ 
5 x-n S 
хет m m — n) 
= —= mn = 
x—n n 2 
НЬ. Х п-п п-п 
Da == — = m 2 
n m mn (m — n) 
2 


DC = DA, OC = OA, OD comum) => - = CÔD = AÔ 
DC = DA, ОС = OA, OD ==, ACDO = AADO = CÔD = AÓD 
CE = BE, OC = ОВ, OE comum) = = = CÓE = BÓ 

CE = BE, OC = OB, OE 4L, ACOE = ABOE = CÓE = BÓE 

— 2. CÓD + 2- CÓE = 180º = CÓD + CÓE = 90º > ADEO é 
retángulo em O. 

OC é altura relativa à hipotenusa = OC? = CD : CE > r? = CD : CE. 


Y 
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Aplicações do teorema de Pitágoras 


598. 
800° = Z — 8 = 22 sen 60º = 28-25 
= y = 123 > y = 813 
азои - 7.13 - 123. senso = 1.51.88, 
= x = 36 

599. 


224,1 4 6 42 6 

cos 60° as a cos 45° = A 
>x=8 = x = 6V2 

21 e y? 21 

TORY =x => 16 +у© = 64> у2--62-х2->у2--36-72-> 


= y = 4\З =y=6 
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dj . e) 

g 

[Л A ZN 
6 х-6 2 


у 2 
22 
x— 6 613 
cos 45% = > o === 
1242 сеп 60 л = 
X32 х-6 430643 
= — = = x = 18 Ri M = 
2 ne = э x = x = 12 
22 22 12 
сеп 45 “зай” cos 60° = 7 >53 77? 
а >z=6 
A = h = 12 2 2 
ELI 2z + y = 22 > 12 + y = 22 > 
йог саг —y- 10 


600. а) Prolongando o segmento de medi- 


da 3, temos: 

33 ҮЗ 386 
sen 60? = — > — = — 

2 a 
=a=6 
: ҮЗ 9 

tg 30 = ЛЗ b 150 
= b = 913 


= b? + 32 > х2 = (913)? + 9 > х = 6V7 


b) Prolongando o segmento de medi- 


da ҮЗ, temos: 
AADF > sen 60º = — > 

3 3 а 
>= => а = 213 > 

2 а 
= АМ = 343 
(ЛАВС é equilátero, BM L AC) > 
= АМ = МС DE x 
ACDE = sen 60º = CD = 

ҮЗ 


= — = >x=6 
2 4 
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604. Na figura temos: 


PQ = 10 m, PR = 4 m, OA bissetriz А 
de QÓR. M 
SÓT = 45º > ASOT é isósceles > pem 
=ST=TO=QS=4m> 2 


—QS=4m>PS=6m 
AMPS: sen 45° -$2 


X2 x 
=> =s 
= х = 342 m 


605. Ма figura, OR é bissetriz de 500. 
Prolongamos о segmento de medi- s 
da 2 m, formando o triángulo PQT. 
Note que OÓR — 45º > APQT isós- 
celes 2 (QT = N2 m, PQ = 2 m) 
PQ =2m= RQ = 4 т. 


АВОО: sen 45º = L > 

42 i 

2 4 

Бс ше MEL = 4N2 
= og > 09 442 > o 35 = а 
= ОТ = 312 т 


APOT: X? = (342)? + (022 = х 2 245 т 


606. Prolongando o segmento, сија medi- 
da é procurada, até interceptar os la- 
dos do ángulo, obtemos um triángulo 
equilátero e os segmentos a e b. 


Temos: 
6 ҮЗ 6 
sen 60 = -> — = – ә 
а 2 а 
=a = 4\43 т 
2-9 v3 9 
сеп 60 “No pn” 
> b = 6/3 т 


O lado do triángulo equilátero é igual 
а а + b = 1043 m. Temos: 


+ 
Me 22 ges sn m 
x= MC — a =x = 5V3 – 413 > х = V3m 
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607. Prolongando o segmento de medida 
6 m, obtemos o triângulo BCD com 
CBD = 30°. Daí: 


BD=6m=AB = 12 т 


АВ 
ААОВ: tg 60º = 45 = 
12 


= ҮЗ = 30 = АО = 43 
AAOD: X? = AO? + AD? > 
= х2 = 48 + 36 > х = 2421 т 


608. Prolongamos о segmento сија medi- 
da vamos determinar e obtemos o 
triángulo ABC. Temos: 

y + 32 = (3/13) S y = 6/3 m 


tg 60º = 25 8 -3- 


52 = 13 т 

сир ЯА 60° 
w 2 w 

= = 243 X + w 1 x+ 243 3N3 


AABC: sen 30 E UL a та са 


609. Na figura ao lado precisamos deter- 
minar a distância PT. Temos:  T------ 


3 
APQW > sen 60? = 313 = 


943 
APRS: sen 60º = ЧЕ = "E 


PS = 18 > y + 2x = 18 > 
>6+2x=18>x=6m 
PT=x+y=>PT=6+06=> 
= РТ = 12m <= 
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. h _ h sh 
612. tg60 == =>x= 


tg 45? = —x-h-30 


h 
DER pF 
h 
= -һ-30->һ- 15(3 + 13 
> > ( )m 


613.  (BÁD = 45%, Ô = 90°) = 
= ABD = 45° > AD = BD 
AABD > a? = BD? + BD? > 


av2 
= BD = —— = AD 
240 
po = 20,20 32) 
2 
50р = 2а- 55 
Sco 4-72. 
2 
2p — A42 2 
asco: во? = (PE + (@- +. af вс = 622. 
615. Seja b а base menor. Daf 
AF = BC - b. 
Tracando as alturas AE e BD, temos 
DE = b e cD = EF = 17, 
(m — b) 
| “нв ce 
ДАЕЕ: cos 60° = 7 EL 
2p = 3:6 + т 2р = + ma 2p = = 
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616. Sejam Be b as bases maior e me- 
nor, respectivamente. 
Traçando as alturas PR e TS, temos: 
QS = RM = — 


B+b 


2 


(9 tb 
APQR: tg y = 


кау 
(В + b) 

2 Q B-b 5 b R B-b M 
> tg y = 13 > y = 60° E 2 
AQSN > x = 30° 


618. Seja / a medida do lado do quadra- р C 
do. Tracamos EF tal que EF // AB. j 
Temos: 2 
ACDE = ABAE (LAL) -> 
- DE = AE E > 
ADEF = AEF (LLL) > 
= DÊF = АЕҒ-о 


É 1 
ADEF: tga = — = tg o = 5 


SENS 


619. Мо ДАВС -» 
= (AÓB = 30°, АВ = r, 


D 
6 dm 
OA=6-1) 
AB 1 | 
зеп 30° = o m 5 == 2 
r 2; E 


= r = 2 dm 


620. Na figura ao lado, precisamos deter- 
minar CD. Temos: 
1) (DBC = о, DÊB = В) > 
= q + B = 90° 
2) EĈB = В > ECO = q 
3) ACOE: OE = AD = r sen o, 
Д) AB = 3r > BD = 3r — r sen о 
) 
) 


rsen о 


5) ABCD: CD = 3r sen о E 
6) ABCD: BD? + CD? = BC? > Геп ор 3r-rsena 
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3 
> (3r — r sen 01)? + (rsen a)? = 9? > sena = = 
CD CD 3 9 


mas: sen @ = = = = === 00 = sr 


621. 1) РООА é quadrado — 
> РА = AQ = r 
2) AABC: (AB = a cos o, 
AC = a sen o) 
1), 2) = (PB = a cos o — r, v 
QC = a sen o - r) ¿A 
3) QC = CS = asena-r а-(авепо-г) s asena-r 
4) BC = a > BS = a - (a sen a — r) 
5) BS = BP > 
>a-aseng-r=acosa-r=> 


=r = (sena + cos a — 1) 


622. 


ЛАВЕ: (À = 30°, B = 60°) > Ê = 90°. Analogamente, 
Ë = б = À = 90º = EFGH é retângulo. 


o ВЕ _ 1 _ BF 
ABCF: sen 30° = Бо 5 = 15 BF = 5 0 
= = = 
o ВЕ _ 1 _ BE 
ЛАВЕ: sen 30%----2----ВЕ-4 
ҮЗ 

АВСЕ: msg se En = СЕ = БҮЗ cm 

BC 2 102 

сс AB СС — FG = ЕН = УЗ ст 
ACDG: соз 30° = сту = > s >06-4Ч3ст 


Sendo 2p o perímetro de EFGH, temos 2p = 2(N3 + 1) cm 
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623. 3 
E 
6 
6 6 
E 
6 
Considerando as medidas indicadas na figura, temos: 
6v3 o__ê 
h= ===> h = 343 tg 30° => 
х2 = 32 + (6 — h)? > Үз a 
= x2 = 9 + (6 — 3413) > 3 6-а 
= x = 62 — 3 = = a = 33 - 1) 
= x = 3(N6 — 2) sen 45° = = => 
42. 303 - 1) 
= — = — — > 
у 
"— 6(v3 - 1) Е 
= a 
> y = 3(V6 — V2) 


ga 8 8 
Е 6-a 1 
Pai E =3 448 
3 a sr 
0 6 + 343 
EE + 6 
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AND — Triângulos quaisquer 


Teorema dos senos 


627. a) A 6 B b) A D 


Z 
D 6 C 
Paralelogramo ABCD = ABCD trapézio — 
= (À = 135°, AB = 6) -» РАС = ВСА (alternos) 
Х 6 Х 12 
САВО: sen 135º зеп 30° ^ ЗАВ sen 45º  sen30* ^ 
X 6 X 12 
э—= =- = x = 6V2 =>— = — > x = 1242 
2 1 2 1 
2 2 2 2 


2 
= sen x = — х= 45° 


о 
N 
00 
S 
o 
С) 
Ф 
5 
AS 
II 
o 
JH 
> 
II 
ке 
N 


630. AABM =? т. 10 - cos 30º > A 
3 
->/-10.-2-->/-5У3 10 ст 10 ст 
Logo: BC = 10У3 cm. A - N 
B ГА M £ C 


a+b sen A + sen B 
632. D ---------- 
evemos provar que Б Sen B 


Da lei dos senos, temos: 
a b с 


zend енй сй 


Daí: a = 2R sen А, b = 2R sen В, c = 2R sen C. 
atb 2RsenA+2RsenB _ senA + sen В 


Logo: b 2R sen B i sen B 
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Relações métricas — Teorema dos cossenos 


635. a) b) 
7 8 
Дог 
x 
10 
À é agudo = ABC é obtuso = 
=82=72+402—2-.10x=> ->(2У29) = 52 + 72 + 
17 VT = 
=s x = = +2:7:x=x=3 
4 
637. a) " b) " 
5 345 3 
B c B 6 Сх 
x 10-х 

В é agudo > ДАВС, С é obtuso > 

> (3/5) = 102 + 52 — > (2/192 = 42 + 62 + 

— 2:10 -x>x=4 +2:6:x>x=2 

h? + 42 = 525 һ = 3 h? + 22 = 42 >h = 243 
639. р) Pela lei dos cossenos, temos: 

7-3 *55-2-3:5-cos xo 3 5 

= COS X = -7 > x = 120º 

7 

640. ЛАВЕ > А 


5 
10 
= a? = 102 + 162 — 2 - 10- 16 - cos 60° = 


шу = 400.9565 9^ 30 alga Ds 
2 

= a = 14 cm 

AADE — B b С 

= b? = 102 + 162 — 2 . 10 : 16 - cos 120º > 


1 
= b? = 100 + 256 - 2:10:16. [-5) = b = 20129 от 
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649. 
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d) Os lados são da forma 3k, 4k e 4,5k ou 6k, 8k e 9k. 


Temos: (9k)? = 81k? < (6k)? + (Bk)? = 100k? > o triângulo é 
acutángulo. 
е) Os lados são da forma К. k K ou 4k, 3k, 2k. 
346 
Temos: (4k)? = 16k? > (ЗК)? + (2k)? = 13k? > o triângulo é 


obtusângulo. 


(28? = 784, 12? + 20? = 544) > 
= 28? > 12? + 20? > 

=> 0 triângulo é obtusângulo. 
Aplicando relações métricas: 

28? = 122--202--2.20-х- _ 
>x=6m X 20 


ЛАВС é acutángulo 2 х2 = 72 + 52-2-5-1>x2=64=>x=8cm. 
Usando as medidas em ст, temos B 
a projeção de AB sobre AC igual а 

0,3 cm. 

Daf: 

82 = 52 + x2+2-5:03=> 

= x2 = 64 — 25 — 3 > x = 6 cm. 


(14? = 196; 8? + 10? = 164) 2 

> 14? > 82 + 10? > 

= o triángulo é obtusángulo e 
temos da figura ao lado: 

142 = 82 + 102 + 2- 10 : x 


= x = = cm. 
5 


A projeção de AC sobre а base АВ 


ү == == === 2. 


mede 8 cm. 
5 


8 
A projeção de BC sobre a base AB mede 10 + 5-5 cm. 


Aplicamos a lei dos cossenos: 
(x + 2)2 = х2 + (x + 1)? — 2 : x(x + 1): cos 120º > 


э(к+ 2° = ++- 2x3 ә 


= 2x? — x — 3 = 0 => x = -1 (não serve) ou x = 2. 
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o TENET бү Ке ээн 
р-х X ХЭРЭЭ 2 ээр 2 = p = /,3. 
x+2 
x 
S 
х-1 


657. Na figura, ЛАОВ 6 isósceles — 


= ОАВ = 30º ” 
AABD > беп 30° = – > 
£ 
E ЭРЭ. 
тоу te 
658. Seja R o raio do círculo. Temos: 
AB = R > AAOB equilátero — 
> АВ = 60º 
A AB A 
ACB = > ACB = 30° 
. HC 
s cos 30º = ac PEN 
3 HC 
=> “zp ә НС = 1313 


660. (62 = 36, 42 + 52 = 41) > 

= 62 < 42 + 52 > 

= o triângulo de lados 4, 5e 6 é 
acutângulo = 

— a diagonal de medida 6 é oposta 
ao ângulo agudo do paralelogramo. 

Pela lei dos cossenos: 

62-42-52-2-4-5-с080-» 


> с050 = =. 
Agora 


x2 = 42 + 52 — 2:4-5:cos (180º — q) > 
холгож сл —cos о) 
=> xX = 41 + 40: 122. 
сангаар 
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A а = 120º, В = 60° 

а — B = 60° : x 
Х2-62--122-2.6-12-сов 120%-» 

= x = 6V7 cm (SN 
2 = 62 + 122 — 2-6- 12- cos 60° > = ___ 

= x = 6V3 cm 


z = 12 + 12 > z = 24 cm. 


Pela lei dos cossenos, temos: 

АС? = AB? + BC? — 2(АВ)(ВС) : cos В = 

—1-AB + 100-2.48:10. 32. 

= AB? — 10V3AB + 99 = 0 > nào possui solução real. 


Resposta: não existe o triângulo com as medidas indicadas. 


c? = a? + b? — 2ab cos а => 
a? + b? — с? 


= = — b 

= cos Q 2ab 

Seja a medida da outra diagonal а 

igual a d. a 


d? = a? + b? — 2ab cos (180º — о) > A 
> 02 = a? + р2- 2ab (—cos a) > 
2 + b2 — c2 
>g = а? + 02 + 2а. 21200, 
2а 
= 02 = 2a? + 2р2 – с2 > 
= d = У2а° + 2b? — c? 


Sejam Р, О e R os centros dos quadrados. 

PA e PB medem metade da diagonal do quadrado de lado 6 cm. 
Entào, PA — PB — 3У2 cm. Analogamente, QA = QC = 3V6 cm. 
Observando os ángulos formados no vértice, pode-se concluir que 
os pontos P, A e О estão alinhados; logo, PQ = 3(N2 + N6) cm. 
Agora, no triángulo ABC temos: 


sen B . сод 433 8 = 60° > б = 30°. 
12 2 
Aplicando a lei dos cossenos ao triángulo PBR: 
PR? = PB? + BR? 2 - (PB(BR) - cos В = 
= PR? = (32)? + (62)? — 2. 32 - 6\2 > cos 150% > 
= PR? = 18 + 72 — 72 - (—cos 30°) > PR = 3410 + 443 cm. 


Aplicando a lei dos cossenos ao triángulo QCR: 
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QR? = QC? + CR? — 2(QC)(CR) cos б > 
= QR? = (3/6)2 + (6V2)? — 2 - 3V6 - 642 - cos 120º > 


= ОВ? = 54 + 72 — 72 · V3(—cos 60°) = QR = 3414 + 443 cm. 


669.  Quadrilátero ABCD é inscrito = À + É = 180° 
AABD > х2 = 62 + 102 — 2 : 6 : 10 : cos À (1) 
ABCD > x? = 102 + 162 — 2- 10 · 16 : cos (180? — 4 
> 62 + 102 - 120 cos А = 10? + 162 - 320(-cos À) > 


5 1 
= COS À = 2 Substituindo em (1): 


1 
2 = 62 + 102 - 120. [-5) = x = 14 m. 
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670. 1) Considere um ponto Q externo ao 
triângulo, tal que BQ = De CQ = 
= 7. Note que APBA = AQBC 
(LLL), donde se obtém: PBQ = 60º. 
Então, APBQ é equilátero. Logo, 
ВРО = 60º (о = 60º). 

2) Aplicando a lei dos cossenos no 
APQC, temos: 
В = 60º. 

3) (о = 60°, = 60º) = 
= BPC = 120º. 
Aplicando a lei dos cossenos no 
ABPC, temos: 
BC = V129 > x = V129 cm. 


Linhas notáveis — Relações de Stewart 


674. a) Usando a relação de Stewart: 6 
42-6-62-2-32-8-8-2-6- $ 
=> 96 + 72 – 8х2 = 96 >x = 3. 
2 6 


1 1 
675. m, = 5 2(6 + с?) — a^; m, = > 2(a2 + c?) — b^: 


1 
m=z 2(a? + b?) — c? 
m + т? + m2 = 1 [2(b2 + c2) — а2] + 2[2(а2 + 02) — b2] + 
a b c 4 4 
(Ape? + b2) – с2] = 
= m2 + тё + тё = Z [2b2 + 20? — a? + 2a? + 202 — b? + 
+2a? + 2b? = c2] = 

2 2 241 2 2 2,3 2 2 2 
эт + m; + mç = ql3a + 3b + 3с] = 4(a + b* + c^) 


2 2 2 
ma + my +m 3 


a А 
677. 1) [х2 + h2 = 25 h2 = 25 — х2 m 
(6 — x)? + h2 = 49 7? ]n2249- (6 — x? 
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> 25 — xX = 49 – (6 – х)? > B 
>x=1 
h2 + х2 = 25 > h? + 1 = 25 > ° Ч 
= h = 246 cm 
A x 6-х C 


2) Teorema da bissetriz interna: 
x 6-х 
E = E = х= 2,5 cm 
Relação de Stewart: 


52:35 +7225 =7-65= 


=6:2,5:3,5 > 
= 72 = ав = 105 ст 
^ 60 208792 


3) Teorema da bissetriz externa: 
22 = ¿> x = 30 

Relação de Stewart: 

(2.5 + 72.30 — 62 · 35 = 

= 35 : 5:30 > 

= 5/2 = 5040 > / = 1217 cm 


678. Aplicando а relação de Stewart: 


р2 + c?óm — х20т + n) = (т + п) т: n > 
холыг 
а 
А 
р 
С 
B m M n C 
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> x*(m + n) = b2n + c?m — атп. 

Multiplicando ambos os membros por (m + n): 

x2(m + n)? = b?n(m + n) + c?m(m + n) — amn(m + n) > 
— si 

> x*(m + n)? = b?n? + c?m? + b?mn + c?mn — айтп > 

Ч 7012-0202 + mn(b? + c? = a?) 


2= 
= Xt = 
mcn 


+ 


: : 3 
Teor. biss. interna — X = y > 


9 
= Q oW so 

= 4x = 3y = x 167 
Aplicando а геїасао de Stewart, vem: 
Х2.4-у2-3-6%.7-7.-3.4- 


9 2 
— y2 . 4 + Зу? — 252 = 84 
> 16! y — 


—y-8 

9 9 
D = M D Qum el 
X 16У > x 16 64 > 
>x=6 

. 36 18 
Teor. biss. externa — rm y = 


= x = 2y > x° = 4y2 
Com a relação de Stewart, temos: 
(9.6 - 18 + x2 - 18 — y2 - 36 = 
= 36 : 18: 18 > 

= 8748 + 4у2-18- 36y? = 


= 11664 > B 18 С 18 Р 
= 36y? = 2916 >y = 9>x= 18 


(01:11:01 09418 — Polígonos regulares 5 


686. 


Note que PS = QS = 120º e 120% 120° 
B = 90? > PA + QB = 60º 
P // AB — PA = РВ [_, 
РА + QB = 60? 
= РА = 30° > x = 15° Р о 
ИЕ 
909 
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687. 


689. 


691. 


АВ 6 lado do pentadecágono regular -» 
= 3060 a 
АВ - — АВ - 24? о 
— 15 24 60 
PQ é lado do hexágono regular > 2428 Q 
ад 360°  = 9 А 
= PQ = 6 = PQ = 60 18° 5 
АБ /Р0-АР-80 - 209 
AP + АВ + ВО = 60º = AP = BQ = 36º 
— АР = 18? 
АОР 6 inscrito е subtende AP — АОР = 9°. 
2360) ,, " 
e~ 30° 2 8 T ЭРТ: 
ABCP = P = 156? P 129 129 р 
8) О nümero де diagonais com me- A, 


didas duas a duas diferentes em 
um polígono regular de n lados, 
n par, é dado por: A, 
п-2 
2 
Dedução: Seja o polígono A,A, ... Ap» 
n par. 
O vértice diametralmente oposto 
a A, é An 44 
2 


De A, partem шд + 1 — 2 diagonais com medidas duas а duas 
diferentes. 


Então, 7 + 1-2- 177. 


A união de A, com os demais vér- 
tices fornece diagonais com me- 
didas iguais às já obtidas. 

O nümero de diagonais com me- 
didas duas a duas diferentes em 
um polígono regular de n lados, n 
їтраг, é dado por: 

m= 3 


2 
Dedução: Seja o polígono A,A, ... А, 
n ímpar. 
O vértice que unido a A, fornece a maior medida de diagonal pos- 


dcr 
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De A, partem а 


duas diferentes. 5 
- 1 n= 
+ 1=2= : 
1-2 5 
А união de A, com os demais vértices resulta em diagonais com 
medidas iguais às já obtidas. 


+ 1 — 2 diagonais com medidas duas a 


Então, п 


692. Temos: 
п-2 11:53 
2 - 6 ou 2 = 6 >n = 14 ou n = 15 > S, = 2160? ou 
5, = 2340°. 


693. Na figura, temos: 
AB = BC > ЛАВС isósceles = 
= À = 10°, В = 160? 
a, = 160° > а, = 20º > 


360° 
= = 20° =n = 18 
d= шин 
а= LL q 135 


n = 18 > 9 diagonais passam pelo centro. 
Logo, nào passam pelo centro 135 — 9 — 126 diagonais. 


695. Polígono MBCNP: S, = 540º = 
= 2a, + 200% = 540º > а = 170º 
a, = 170° > a, = 10° = 


22 = 10° > n = 36 
Logo, passam pelo centro 5 - 18 
diagonais. 

697. Soma dos ángulos internos do po- 


lígono MBCDNP é igual a 720º. En- 
tão: 3 - (180° = a.) + 180º + a, + 


360º 
+ 20º = 720º >» a, = 10° > "ийн 
= 10° >n = 36. 
Logo, o nümero de diagonais diferentes, duas a duas, 6: da 
n-2 36-2 _ 17 
2 —- 2 Ба 
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698. 


702. 


710. 


712. 


Na figura, prolongamos também os 
lados BC e DE, formando o triângulo 
ZCD. 

Temos: 

EYZ externo ao ABXY = EYZ = 3. а,. 
CZD externo ao AEYZ => CZD = 4. a 
ACZD > ба, = 180° > a, = 30° > 


4 290 = 30° > n = 12 
_ n(n- 3) 
а= 2 
12(12-3 
>a = AZ a = ga, 


Seja /¿ o lado do hexágono. 


a) Se os triángulos sào equiláteros, — > 
temos R = 7. f. 
Assim, diagonal maior = 2R = 2/, 
= 12m. 

HAS 


b) R é lado do triángulo equilátero => 
-К-/;-бт. 

C) r é altura do triángulo equilátero — 

£ 

эг --88 =1=3/3m. 

d) diagonal menor = 2r = 2 · 33 = 
—6N3 m. 

е) apótema = r = a; = 3N3 m. 


а)/(-К-эК-б5ст- 


э ‚= ES Sa - 53, 
2 _ БҮЗ 
b) r = а = r = cm 


c) Note que AM L BC = AM é altura 
do triángulo equilátero OAB — 
—AC-2AM—AC-2-:r— 
= AC = БҮЗ cm. 


Sejam К, е R, os raios dos círculos onde estão inscritos o quadrado 
e o triângulo equilátero, respectivamente. Temos: 


l, = В/2 = 2р, = 4RN2 
ts = RN3 = 2р, = 3RX3 


R 
2p, = 2p, = 4R2 = 3RAS > E = as 
2 
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116. 


717. 
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ACEG quadrado > AC = RN2 > 


=> oM = R2 5 
2 
эвм-н-52 ын 


Aplicando relacóes métricas no 
АВСЕ retângulo em C, vem: 
(ВС)? = (BF) - (BM) 

RV2 
(3 — 2R (n — ву2) 


£g = ВҮ2 —12. 
Aplicando o teorema de Pitágoras 
no AFNO: 


Жау; 
4-ж-(2)- 


2 = А 
>= R2 — 2 2), a, = 2102 
4 2 
г-1 
45—1 >h=v5+1 
2r = 
2 
h (5-1 à 
АУ = = > АҮ = 
2 
Арісапдо o teorema аа bissetriz in- о 
їегпа по ЛОАВ: 
£ 22-52 
E 2 p — = 
2 7 -э/2--2/-4-0- 


уре A 


3e S 


durs 
== 
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119. 


120. 


121. 


125. 


126. 


121. 


Мо AOAB temos: O 
ОМ bissetriz > АОВ = 36º > ES 
lio R 
> (AB = ОВ = R, MB = 2 
Lio = 1.р 
MB ж 
веп189-22--2-- 4 В 
OB R 2R Ly 
5-1 ho 
> sen 18º = icm 


5-1 р Ro NE 
@=@+@әй=не+( ийг бай, MO 245 


= lg -R2-2 


y 


uM EN _ 4:22:32 
ВОЗЕ е гаас 
= R= 5001205 


Temos: a, = 135°. 

Lei dos cossenos no AABC: 
АС?-/2--/2-2.7/-/.(-сов 45°) > 
> АС? = 2⁄2 + (ND > 

= AC = (42 + V2 


exercício 


АЕ = 2R 56° 
= АЕ = 2. 4 + 212 > 


> АЕ = N4 + 2N2 
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AE é diâmetro > 

— AADE é retângulo em D. 

Aplicando Pitágoras ao AADE: 

AD? = AE? — DE? > 

> АР? = (2(4 + 2/2)-/2- 

> AD = (43 + 242 > 

>AD=2 + 242 + 1) S AD = £- М + AP => AD = £- (2 + 1) 


728. а)/- 


b) AAEF é retángulo — 
> АЕ? = АР = EP = 
> AE = (2R)2 — 2 > 
> АЕ? = /2(У5 + 1)? - 2 > 
= AE? = /25 + 2/5) > 


= АЕ = (15 + 25 
c) АВ + B6 = 72° S АС = /, = 00% 245 
d) ЛАРЕ é retângulo em D, DF = /,, AF = (V5 + 1)/ 
рав 10-245. 
4 


AD? = AP? - DF? = AD? = (6 + 245)/2 — 
7 + ЗУБ ( 
= AD? = —— 2 = AD = 2714 + 615 


12 = 


729. х2 =a? +a – 2:а:а: соѕ 36° > 
5-1 
>= 282 292.88 — 


, 16-255) , 
zd dci A = 
a 


(3 — 15) 


DN SS A? 
= Х 5 a^ e x 
V6 — 245 


= X = —— a = a 
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730. Usando o resultado do exercício 729: 
a = (5-1 Х 
2 x 
> x = —— a= 
ib = d a Ds 
5+1 
х = 2 -а. x 
731. Usando o resultado do exercício 730 


| uw, 


732. а) Os triângulos ААВ, ВВС, 
C'CD, D'DE e ҒЕА são con- 
gruentes e isósceles de ba- 
ses AB, BC, CD, DE e EA. Daí: 
Â = B' = ĉ RD = Ê' (1) 
e, por diferença, obtemos: A 
А'В' = B'C' = C'D' = D'E' 
= E'A' (2) 
(1) e (2) 2 A'B'C'D'E' é pen- 
tágono regular. 


b) AA'B'B exercício 


729 


эх-245-41/(1) 


== exercício 


BD é diagonal === 


> 2x +y=505 + 14) (2) 


| (5-1). 


(2) > y = 5 


2х. 


3 
Substituindo em (1), obtemos x — 


100 
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ANDA — Comprimento da circunferência 


735. 


R, = К, = 12 > 

= C, = С, = rR, = 121 
R, = 24 = C, = TR} = 
= C, = 241 

С, + C, + C, = 127 + 
+ 127 + 24r = C, + 
+ C, + C, = 487 cm 


= C, = 47 cm 
С, + C, + C, = An + бл + 
+ бл = 167 cm 


b A р 
У Ч 
ж 
30 
В С 
AABC 6 equilátero, pois seus Note que EBF = 30º. Daí: 
lados são os raios dos arcos. SE ? 
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102 


131. 


138. 


145. 


ACD = 2157. оп. 18 ÁCb = 27л cm 
DEF = 2887. 2л. 35 = DEF = 56n cm 
GH = 225, оп. 24 = FGH = ЗОлст - 
AD = 225.2. 36 = RD = 24 cm 
TB = 225,21. 48 — ЛВ = 68m cm 


2057 cm 


АРАО, = sen 60º = Аб. 518 - 603, од 120 m, 

= 0,A = 180 т 1 1 

— 120° xx f 2 

АВ = 3505 ` 270,4) = АВ = 5. 2л. (120) = АВ = 80r m 

De 2т(О,А) AD = 1. 2л. 180 = AD = болт 
3609 т(О,А) > = 5 T = = 6Ол 


Seja 2p o comprimento total da pista. Temos: 


2p = АВ + CD + AD + BC > 2р = 807 + 80r + 607 + 601 = 
= 2p = 280л m. 


Seja C o comprimento da circunferência e C}, C, e C} os comprimen- 
tos quando o raio é aumentado em 2 m, em 3 m e em a metros, res- 
pectivamente. Temos: 

C = 27R 

C, = 2n(R + 2) = C, = 2nR + 41 = C, = C + 4n 

C, = 21(R + 3) = С, = 2лК + 615 С, = C + бл 

C4 = 2n(R + a) = C, = 2лК + 2an = C, = C + 2an 

Portanto o comprimento aumenta em 4л т, бл m e 2ал m, 
respectivamente. 
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756. 


757. 
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p, = 218, = 1 + 10? 
p, = 2nR, = 103 

1 
2л 
Sejam о comprimento normal е o comprimento com o raio duplicado 
iguais a C e C,, respectivamente. Temos: 
C = 2nR 
C, = 2n(2R) = C, = 2: 21R = C, = 2лС 

Logo, o comprimento também duplica. 


(£ =27R,r=2R,(=r-: а) > 2TR = 2R : a > а = л> а = 180? 


|> 2, — 2nR, = 1 + 10? — 1035 


= R, — R, = 


C — comprimento normal da circunferëncia. 

С, — comprimento da circunferência cujo raio aumentou 50%. 
Temos: 

C = 2nR C 

C, = 2n(R + 0,5Қ) > С, = 2nR + RS C, = C + 52 

= C, = C + 0,5C. 

Resposta: o comprimento aumenta 50%. 


С, = 2лВ, = 1500 = 2лВ, > 


750 
= R, =——m 
T 
C, = 2лВ„ = 1200 = 21R, > е 
600 
= Rj = —m 
i 750 600 
а= В, В, 5а = 2 – A 5 
150 T T 
а--- 
TU 


СС-218-0-2тл-40-0- 801 cm 
n: n? de voltas, 26 km = 26 x 10? ст 


26 x 105 
фе халан esp КЕ 
C 80л 
1 h 50 min = 110 min 
n? de voltas/min — поза = 94 


110 


Sejam R: raio da roda dianteira; Ву: raio da roda traseira; d: distância 
percorrida. Distância percorrida quando R, dá 25 voltas: 

а = 25 : 2R; = d = 25 : 27 : 1 > d = 50r m. 

Nessa distância, К; dá 20 voltas. Então: 5 
4-20-2лБ,-»50л-20-2-т-БВ,-эВ,- m. 

Distância percorrida depois que R. deu 100 voltas: 

d = 100 : 2nRp=> d = 100 · 27: 1 = d = 2001 m. 
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758. С, = 21R, = C, = 21: 1,5 = C, = 31 cm 
C, = 2TR, > C, = 27 : 1 > C, = 27 cm 
С, - C, = Зл — 27 = C, — C, = лот 


"T _ TOR 
765. (а = 80°, £= 20 em, £ = 7808) > SNNT 
| n: 80° - R _ 45 EN 
->20- 1802 = К = em 
767. (АВ = о. OB; €D = а - OD) > D AB 
= АВ — CD = о(ов - OD) > бе "um 
-э100-80-0-25- 
4 
> о = rad Ss 


770. Na figura, temos: 


АОМВ = cosa =-у > 
= cos O = ¿> cos @ = = 
= Q = 60° 


о = 60º = АОВ = 120%-> 

= (АРВ = 120°, АОВ = 240°) 
Como os comprimentos dos arcos 
são proporcionais aos ángulos cen- 
trais determinados, temos: 


АОВ 2 
Бос AR 2. 
APB 1 
773. Note о AABC, equilátero. Temos É = 60º = А 
= PÔQ = 120º > IN 
<— 1 
= PQ = 3" 2n :R=> 
а 1 
э РО =3:21:10> 
20 


> PQ = cm 
Também temos: 

QS = 2R = QS = 20 cm. 
Logo, o comprimento da correia será dado por: 


20 
3(20 + FE = 60 + 20x = 20(3 + л) ст. 
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774. 


ДОРО! > (OP = 6,00 = 12) 235, (ур = 6У3 cm > 
> (АВ = 6V3 cm, CD = 6V3 ст) 
Seja PÓO' = a. Temos: 


OP 6 1 1 "тээ 5 
cos à = gg: > СОЗ @ = 22 = С05 0 => а = 60 — AOD = 120 


AOO' е BO'O são alternos = ВОО = o = 60? = BO'C = 120° 


^ Gm сох 240? — 16 
Ад = 120° = АХ = 240° = ÁXD = 3:21 4 ÁXD = — cm 


3609 
— — 240? — 
BO'C = 120° = BYC = 240° > BYC = 550º 2n: 2 5 B © = em 


Logo, o comprimento da correia será dado por: 


PR 16 8 
AB + CD + ÁXD + BYC = 643 + 643 tn зт = 4(3/3 + 2л) cm. 


715. AA'AD = х2 = 4 + 22 
Cálculo de 2: 
Note que y = 3 — z. 


ЖОРА = AP = 5 
ДАРС > С = 60º > 


o А 
-э sen 60 “Ас” 


i 
. NS IN 


2 3-17 
9 — N3 


к, 
3 > 
= x = 3,1415333... 


e= a+ 
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MUDA — Equivalência plana 


106 


183. 


184. 


189. 


190. 


В А 


Pelos itens 235 e 236 da teoria podemos concluir que todo triân- 
gulo é equivalente a um retângulo de base congruente à base do 
triângulo e altura igual à metade da altura do triângulo. 

Se reduzirmos à metade a base de um triângulo, o retângulo equiva- 
lente também terá sua base reduzida à metade. Para manter a equi- 
valência, a altura deverá dobrar. 


AABD = ABCD = C 


D 
-э1-1-115-141-1-» um эн 


АРАВ = ЛАВ (mesma base e mesma altura) 


AP'A'B' = AD'A'B' (mesma base e mesma A аны; 


Como а diagonal do retángulo o divide em triángulos equivalentes, 
concluímos que os retângulos são equivalentes. 
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791. ACBG = AABE (LAL) 
Utilizando a dedução feita по exercí- 
cio anterior, temos: 
ABCD = BEIH. 


792. 


Exercício 791 -» ABCD = BEIH 


+ = + 
Exercício 791 = AJLG ~ GHIF |= вор AJLG = ВЕН + GHIF 


= ABCD + АЛС = BGFE 


ПСОВ — Áreas de superfícies planas 


o h УЗ h 
798. 8) sen 60 zi mdr БО? 4 
= h = 313 т 
боза BD 1 BD 6 
cos B 6 2/13 
= ВО = З т 
A a 
AACD > CD = 5m E 5 5 
|. BC: h 
ABC ` 2 
8-3N3 
> 5с = — > Saec = 1213 m? 
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o CR А 
һ) sen 45 = тв? 2 “716? 
=h = 8V2 т 
_ BC:h 16 
AC Ca P 
18-842 
xiu = — = ТА c 
> Sage = 7202 т? ы 
i) x2 +h? = 52 E 
(7 = x)? + h? = (442) ^ 
>x=3m=h=4m 
_BC-h 5 4/2 
Sage 7 о > 
7:4 B C 
> Sac = —5— > S,go = 14 т? 


799. а) AABO ÉS ВО = 5 т > 


А 
= BD = 10 т 
13 
BD - AC 
S = > 
2 B D 
10-24 
=S= 2 = S = 120 m2 
С 


42 h 12 


glo n — 
b) sen 45 => > =p? 


> h = 6V2 m 12 12 
5-12-1-55-12-642- 
=> S = 72У2 т? 


o 
~ 


„_ Ор _12 


— АО = 4N3 т 
АО = 443 > AC = ВУЗ т 


=> S = 96У3 m2 
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h h 
800. d) tg 60º = 7 = ҮЗ =7> 


=h = 413 т 

(8+6): һ 

сн 2 

(10 + 6) - 443 
2 

=> S = 3213 т? 


= 5 = 


(1043 + 443) - 3 
— a = 
=> S = 2113 т? 


= 5 = 
= А 4 D 
! 
! 
! 
! 
! 
! 


h 


1 

1 

i 

І 
ih 
1 

1 

І 

i 
Е 


т 

L(B*bh q (16+ 4): ЗүЗ 

2 2 

803. Б) беп 30° = 5-2- 
—x-6m 12 


>y=6/3m 
62 + 22 = 102 52 = 8 т 
260° =" = ҮЗ = = әм = 813 m 


s = (Хх + wy + 2 


(6 + 843643 + 8) 


= 5 = 2 
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2 
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809. 


811. 


812. 


814. 


815. 


Sejam D e d as diagonais maior e menor, respectivamente, do losan- 
go, e / o lado do quadrado. Temos: 
(2 = 81 > / = 9 cm > 2p = 36 cm. 


d 2 
D 7 |э0-жвоуа-возэз-2;%эз- 5, ®- 
d+D=36 


= S = 112 cm? 


44 = 120->/- 30cm 

х2 + 182 = 302 > x = 24 cm 
D:d 48-36 

S=— a > 


= S = 864 cm? 


Perímetro do quadrado = 40  4/ = 40 = b 
= í = 10 m > S, = 100 т? 
No trapézio da figura: b b 
2р = 40 > 5b =40>b=8m 
һ2 + 42 = 82 > h = 413 т 2b 
B + b)h 16 + 8) : 443 
Sm = с Vs - LETS AS, 8 


ma = 48У3 т? 


So 100 59 2543 
= = z 
Sra 483 5та 36 


- 5 


Sendo b e h a base e a altura do retángulo, temos: 
b=h+3 

2b + 3h = 66 
Sendo / o lado do quadrado, temos: 


} = = 15 от, n = 120m) = 2p = 54 em. 


27 729 
44- 54 > (— m5S=255S=— em. 


Sejam D e d as diagonais do losango. Temos: 


D-d=40 


T= 
5-5 US 
40 


D=d= 
> (D = 100 cm, d = 60 cm) 
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Na figura ao lado: 

(2 = 50? + 30? = £ = 10134 ст 
Sendo o perímetro do quadrado 
igual ao do losango, o lado do qua- 
drado também mede 10/34 cm. 

A (2 


qua . 
Aios D-d^ 
2 
А 3400 А, 17 
qua — Pqua _ — 
ЭА 100-60 "A, 15 
2 
819. е. 
3/2 3.82 
8-37 = = 


N3 


-2/3--2--/-4т 


_ 334 gp 919 сар 
ийн cd шилийн 
= S = 24У3 т? 


c) BC = 12 => MB = 6 A g B 
BÂC = 120° = MÂB = 60° 60º 3027 
МАВ = 60º = MBA = 30º fog 

226 УЗ 6 
cos 30° =,>5 = 7 C 
= l = 413 т 

ЗҮЗ 2 3V3 (4v3)? 
S= 5 =sS=—— 


= S = 72У3 m2 
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824. 


825. 


826. 


827. 


ДАЕР — ДАВС > 


10 =x x -6 
EE = 152 х= т > 


10 
— ү2 = 2 
> Sogra = X? > Spero = 36 m 


AADE — AACB > 


AE Ар s 
AB AC E 
10 
=> ar 42 10 
ЛАВС > 122 + BC? = 152 > 
> BC=9m 
(АС) · (BC) 12. 
Sic = 20 Sac 2 


ABC -- CDE (retos) 
= AABC ~ ACDE = 


АСВ = СЕР (correspondentes) l^ 


AB BC 
>D DE 
х-6 6 
6 -9-Х-10т 


S = xX > S = 10? > S = 100 m? 


De acordo com a figura ao lado: 
зэм 22. 
a? = b? + 12? a? — b? = 144 
E + b = 18 (1) 
a? — b? = 144 (2) 
(2) > (a + bla — b) = 144% 
> 18(a — b) = 144 > 
>a-b=8(3) 
(1) е (3) >а = 13,0 = 5 
Seja S a área procurada. Então: 
_ 2р-һ s-2:5:12 
Ud WU» 
= 5 = 60 m? 


Fundamentos de Matemática Elementar | 9 


828. 


830. 


831. 


832. 
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Considerando as medidas indicadas 


na figura: 
a? + b? = 15? 
2(a + b) = 42 
a? + b? = ч 
= = 
a+b=21 


= a : b = 108 > S = 108 т? 


Na figura ao lado temos um trapézio 
isósceles de altura 3V3 m, base 
maior 14 m e perímetro 34 m. 

Para facilitar os cálculos fizemos a 


2 
base menor igual a 2a. Daí: š 
(7 — a + (343)? = (10 — а) > 
=a=4m 10-а 343 10-a 
Ea (В + b)h 
Е 2 = ü a 
7-а 2а 7-а 
+ 
з= 225 “с 
= S = 33/3 m? 
Considerando as medidas indicadas 
na figura, temos: 
h2 + (21 — х)2 = 17? 
h2 + x2 = 102 
>(x=6m,h=8m) а 
(В + b)h 
шан тийн 10 17 
(25--4):8 
=S = 2 x 4 21-х 
= S = 116 m2 
Para simplificar os cálculos, seja 2x a 
medida de uma diagonal. A outra me- 
dirá 2x + 4 e o lado medirá 2x — 2. 2х-2 
Considerando as medidas indicadas 
na figura: Б 
х2 + (x + 2)2 = (2x — 2)2 = 
>x-6x=0=x=00ux=6m ИКЕ” 
x = 6m > (d = 12 m, D = 16 m). 
. 16-12 
8-22--8- 5 = S = 96 m?. 


413 
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833. ABD = СОВ (alternos) = AABD isósceles > AB = AD = /. 
O trapézio é isósceles = AD = BC = /. 
АВ = 4 > EF = / 
2p = 48 > 4/ + DE + ЕС = 48 > 
= DE + ЕС = 48 – 4/ 
(DE = FC; DE + ЕС = 48 — /) = 
= DE = FC = 24 — 2/ 
АВСЕ: (2 = (3ү5)? + (24 — 270? > 
= (= 23 о0ѓ = 9 
Sendo В а base maior, temos: 


B = 48 — 3. 
(2-23-8-48-3-23- 
= В = —21 (não serve) 
(=95B=48-3:9> 
— р 24-2/ E ( Е 24-2/ С 
s = (B + bh 1 
2 
з= 2222 зү5 > 
= S = 4515 m?. 
834. Seja OT o raio perpendicular ao lado 


AB e OS o segmento paralelo a AB, 
com S em BC. 
Sendo a o lado do quadrado e con- 
siderando as medidas indicadas na 
figura, temos: 
ар 
AOCS: (a — 10)? + 2 -0102-» 
2 
= а= 16m. 
S = а? > S = 16? > S = 25610. 


835. АСР = ВАС (alternos) > 
= ЛАВС isósceles = АВ = BC = b. 
AB = b > DE = b > CE = 25 — b 
АВЕС > 02 = 52 + (25 — р)? > 


= р = 13 
(B + b)h 
s= 2 
(25 + 13): 5 D b E25-b C 
= ETE 
2 
= S = 95 m? 
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20m 
с 
h +10 15m E 15m 
1)$- 3005, 0129) - 2) ЛАВЕ > AB? = 20? + 152 5 
=300 =h? + 10h - 600= *B=25m 
= 0 = h = —30 (não serve) s = 300 => B (CD). 400 > 
ouh = 20m 25. CD 
> = 3002 CD = 24m 


2 


ДАВС = ВС? + 242 = 40? > 
= BC = 32 m 

Sendo a medida do lado do losango 8.3 
igual a £: 1 
ЛАВЕ > (32 – 12 424222225 32-6 
>/=25m 
S=CE-AB>S=25:24> 
= S = 600 m?. 


С 


Na figura, о AABC 6 retángulo em 

A; BD mediana relativa a AC; CE me- 

diana relativa a AB; BD — 2473 m, 

СЕ - 4413 m. Temos: 

AACE > a? + (2by? = (2N73P `. 
ЛАВР > (2а)2 + 02 = (4/13)? > 2/73 : 


B 

» + 4b? = 292 А: 

= = Е 
4а? + b? = 208 \ 


->а-бт,0-8т- Сета 


=, 5 = = A 
2 \ 4113 
> s = £ S s = 96 m°. 
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839. A menor altura é relativa ao maior 
lado. 
De acordo com a figura: 
h2 + x2 = 45 
h2 + (10 — x? = 25 > ide ° 
= (х= бт, һ = З т) 
10-10 10-3 x 10-х 
— 5 =S= EM — 
= S = 15 m?. 


840. ДАВС > (BF = BD = 4 т, CF = CE = 6 m) 
AB? + АС? = ВС? > 


A 
> (4 + r}? + (6 + r}? = 102 > ГЕ 
= г = —12 (пао serve) our = 2m В 
r= 2 т = (АВ = 6 т, АС = 8 т) 4 6 
(АВ) · (AC) 
5------- 
2 B 4 6 C 
6-8 
=>S=—- ә 5 = 24 т^. 


Portanto, Sber =71+ Sao" 


843. Na figura, os triângulos que têm áreas 
iguais assim foram marcados por pos- 
suírem mesma base e mesma altura 
relativa a essas bases. 

Agora, temos: 
AABP = AACP (mesma base e mes- 


M 
ma altura) > 
= 25, + S, = 25, + S, > 
= S, = 5, (1) 
P 


AABN = ACBN > B 
> 25, + S, = 2S, + S, = S, = S; (2) 
(1) е (2) > S, = S, = S, 


F 
841. (1) AABC = AACD (mesma base 

AB — AD e mesma altura) 
(2) ACDF = AACD (mesma base 

AC — CF e mesma altura) Ж 
(1) e (2) = Sape = 2 * Sige D 
Analogamente, Кеси 
Seer = 2 Sapo! Sape = 2 Sape: E 

A 
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844. a) b) с) 
А А 
һ 
B C B D С 
BC-h AC :h k 
E 20 ECC Sao = q 7 
ы Жазы 2 — 
380 - À БАС-В 3k 
S = 2 = S = t2 = > Saco > 74 
1 2 3 
>S = 3k 55 = Бк S = $£ Saco > 
3-3 
>S=7 7? 
бе 
цаг 
2 К 
d) Saco = К Saco ^з 
2 3 
Saso = з > Sape = д Злвр > " 
32 ë 
> SRDE q зоо 
К 
= 5 - F 
BDE ^ 2 Д 
2-4 в G р С 
Saec = g ` Sene > 
1 k k 
> Spore 7 4 ` 2 > Эв? g 
1. 1 k К 
Sera ^ 3 Sgae > Sera ^ 3 ` g — Sera ^ 24 
k k 11 
Spera = Эвр — Sera > Spera 27 24 O Soera 2486 
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k 1 k 
Saco 7 2 > Sic ^ 6 ` 2 7 Segui = Sera T Энен T Spa > 
k 5k 1 k 1 k 
> Skc = 12 > Sape ^ 45 > Seng 2 Бо? 
1 5k К 1 k 
Sa = B^ 12 7 а ^ 12 t7 2?” 
k 
Зрьь = Saco 7 Sacer = > StH 3 
НЭРЭЭ 
2 12 3 
4 4 k 4k 
Зе ^ 5 ре 5 3 15 
1 
Skan 5 me = 
m a 
7503 15” 
Бр 5 аш 
> Эюн “4715 60 
4k k 
5-5 + Sram = 15 + 60 7? 
Et: 
229 бо 
846. E é baricentro do ABCD — А B 
45 
> Sac 6 ` 2 > 
5 
> Skuc = 12 2 
р м С 
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848. 


849. 
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Observando as áreas indicadas na 
figura, temos: 


AABE=> | 2a + 3b = T 


k > 
ABCD => за+р= = 
4k 8k 
=b = 559 5 = 55 


Unindo os pontos A e F. 
Sendo x a área do AFVC, a área do 
AFVA será Эх. 

Sendo y a área do AFAR, a área do 
AFBR será 2y. 
Temos: 


De modo análogo, obtemos: 


k 
Saro = вте = Әде 2196 

4k 
Sgro = Sevo = Star “21: 


Observando as áreas indicadas 
figura, temos: 
Spec = K — 6x — Зу = 


v2 + N2 
Exercício 714 — a, = реза ¡lg = RN2 — B > 


4/2 -1)2 
————3 > 


2 э5-р-а-э5- 2 


2p = 86 = p = 47; 
э8-202-1/ 
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850. 


851. 


852. 


853. 


854. 


„=й + 2V5; дэгээ -1д шаг + 1 По + 2554, 


2 8 


2р = 101 > р = 5/ 
s=p'aəs= 5. 1. foe 25° - 


- 2105 + 1/(10 + 245). 2 5, 
-28--2416(5 + 2N5)? — s = 945 + 25/2 
8 2 


(as = 385 raya = EMO 205) а, = 455105, 


10 
5 
2р-50-эр-20 


2 
5 25 + 1045 425 + 1015 
S =p: a >S =>. — >S 
2 10 4 
b = ls = = 5010 — 2V5; h = a >h = zB +1) 
v10 — 2/5 (05 +1) , 10 + 255, 
S = bh = ss "DES D+ AS + 


Exercício 714 > /, = гУ2 —V2 
S = 2 s = (m2 02)? > s = (2 - 72)? 


De acordo com a figura, temos: 
84 +x+40 — 


a 
y+35+30 b 
40 a 

b 


84 +x+40 ` 
= у 36 430 
х + 84 +y _ 
40 +30 +35 ` 


х + 84 +y 
= 10+ 30 + 35 35 
(1) > 4y — Зх = 112 
(2)-» 70у – 35x = Т 
> (x = 56, y = 70) > Sage = 315 
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Expressões da área do triângulo 


858. | ACD = ВАС (alternos) 


А 4 8 
S = Saco + Ѕавс > ^M 
s = 8: 12 · sen 307 „2 8 sen 30" 
да 2 2 ni 8 
> 5 = 32 m?. 309rX 
D 12 C 
860. Seja o quadrilátero ABCD, onde 
AC = a, BD = b. 
Lembrando que A i 
sen (180? — о) - sen о, temos: 
Siro P+Q+R+S> 21 
xz sen xw sen Q ХХ 180° - a 
ӘН” ин ын Ç 
му sena 2увепо 
moa SS s; D с 
sen о sen q 
> Sra = m [xz + м) + y(z + w] > та = 2 [(х + y)(z + w)] => 
> Sra = sab sen a 
+8+ 
862. ap= 255 p 12 


S = vp(p — ap — bip — c) = 
> S = У12(12 — 7)(12 — 8012 — 9) > 


= S = 1245 
5-р-г-э1245-12-г-эг-45 
16 + 20 + 18 
p=" p= or 


S = үр(р — a)(p — b)(p — с) = 
27(27 — 16)27 — 20)(27 — 18) т > 
= S = 91231 


— pede ` 20: 18 _, 


4R 
p _ 1601231 
777231 
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863. 


864. 


868. 


871. 


6-10-12 
аур- — 
$ = үр(р — а)(р — b(p — с) =S = У14(14-6)14-10)14-12)-> 
=S = 8/14 m? 
b) A menor altura é relativa ao maior lado; no caso, 12 m. 


s-i2h ga Dhu f, 


> p= 14m 


c) A maior altura é relativa ao menor lado; no caso, 6 m. 


6:H 6H 8414 
= SAS iss 
as =р-гәВүїй = 4. r> r= 224 


abc 6-10-12 45414 
е)8-2др-58714---20д6-0-08- 58 


214410416 
2 

S = Np(p — а)(р — b)(p — с) = S = Ү20(20—14)(20—10)(20—16) > 

=S = 4013 m? 

S = (p — 10) - r= 4043 = (20 — 10): r= r = 4/3 т 


-р-20т 


Para facilitar os cálculos, seja / a 
medida de cada um dos lados con- 
gruentes. Considerando as medidas 
indicadas na figura 1, temos: 

2р = 32 > 3/ + 2 = 32 > 

= (= 10 ст. 

Substituindo / = 10 cm na figura 1, 
obtemos a figura 2, onde, pelo teore- 
ma de Pitágoras, h - 8 cm. Daf: 


= S = 48 cm2 


Os lados são da forma 5k, 12k e 13k. Temos: 
2р = 90 > (5 + 12 + 13)k = 90 > k = 3. Logo, os catetos medem 
15 cm e 36 cm. 


S= 22 > s= 270 cm? 
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AD é bissetriz | _, 
BE // AD 

— ABC = ABE = ACB = BÊA 

АВЕС isósceles 2 ВЕ = ВС = a2 5 


22 a | 
Scar = 2 md T A 


— 4 ве 
sen 455 ѕеп 30%” 


A 
4 BC Š 
pd SESLI SSSR SL 30» 1 
2 2 4 ст 
AB? = AC? + BC? — 2(АВ)(АС) cos 45° > 
2 


> 16=AC2+8-2:4-AC- B 22ст C 


> АС? – ДАС – 8 = 0 > 
= АС = 2 – 23 (nào serve) ou 
AC = (2 + 243) cm 


(АВАС) sen 30° |. 4-02-29) 52. шз + 1) om? 


S 2 4 


Tracamos CD // АВ. 
CD // AB 2 ABMS — ACDS > 


- = = m = т 
Х 12 4 

AAMN — ACDN > 

y 10 160 
""90-у x 4^ 4l 
SacuN = Здвс T Sam > 

20213 10 ·у: sen 60° 700N3 

> Sem = 4 “00 2 See = 744 ? 


Seja S a área ао ЛАВС. 
санах жишээн 

= S = pr + qr + r2 
Aplicando o teorema de Pitágoras 
ao AABC: 


Tte 


Ө | Fundamentos de Matemática Elementar 128 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


(p + а)? = (p + r)2 + (q + r)2 = 2ра = 2pr + 2qr + 22 = 
= pq = pr + qr + r2 = pq = S. 


880. MN / ВС = AAMN ~ ЛАВС > 
BC H 12 6 


5 


886. Sapo = Sago + Saco + Эвсо > А 
ай ах ay az 
222 227 

=h=x+y+z 


888. а) (ОА = DC) > BD é bissetriz de 
ABC. 4 
ABCD > tg 30° = 


| 
J 
“> 


2-443-4 
— A EE B 43 c 


> (CE = 18 m, ED = 8 m) 
Note AÊD = 30°. No triângulo AED, ' 
obtemos: AD = 4 m, AE = 4\3 m. 4 тїр 
5 Sacr — Sape > 

2633-18 4.43 _ 10 т 
ABCD 2 2 /үво° - 
> S,gcp = 46У3 m2, B бут С 


ABCD — 


=S 
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Área do círculo e de suas partes 


893. 
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Na figura ao lado construímos 

АР // BC, // CP // DE e EP // AF, de 
modo que obtivemos os paralelogra- 
mos АВСР CDEP e EFAP 

A área do hexágono será a soma 
das áreas destes. Assim: 

Shex = Sapcp T Әсрер + Sgrap = 

= Shex = 4:6: sen 120° + 

+ 4:8- sen 120º + 

+ 6: 8 : sen 120º > 

=> S = 5213 m?. 


hex 


Prolongamos CM, tomando P em 
CM, tal que MP = GM. 
AM = МВ > 


С 
— APBG 6 paralelogramo — 
> BP=AG=8m 
ABGP é retângulo (82 + 62 = 102) 
reum Е = 


E 2200 
Sem = ^ 2 e 


- 


= 5һьм = 12 m? = Saya 

= 22 ыг? 22-18 
Saec = 6 * Saya > авс 6: 122 o 
> Sage = 72 m? 


Considerando as medidas indicadas 


A B 

na figura, temos: Л a 

2a 2a O q 
sen a = — ә x = 

Х sena 
Sascp X 20 > 

4ab 

> Sagcp = Sena 


a) No triângulo sombreado: 
R? = (R – 42 + 82 В = 10 т 
S = tR? > S = л: 102 > 
= S = 100r m? 
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903. 


126 


b) (AM = 25, ОА = В) > 


= ОМ = 25 – R 


AM L BC 2 ВМ = MC || _, 


ВМ = 15 | 
= MC = 15 
No triângulo sombreado: 


R2=(25-R2+1525R=17Mm 
85-08 = 5 = 172 m= 


= S = 289л m? 


AOAB > R? = r2 + 5? > 
= R2 — r2 = 25 m2 
Scusa = n(R? r?) = 


= 2 
= Sorda = 25л т 


Relações métricas no AABC: 
8? = 2R : (R — 4) > 
= К = —4 (não serve)ouR = 8m 


Soroa = UR” - r?) > 
> S, = 164 — 16) > 
=S = 48r m? 


coroa 


О 


(285RVY2-85R-4N2m /-6-8-6т 


1 
ян 2 Әс qua) = 
-8-2 R- (2) = 


>S= Щз2л — 64) > 


> S = 8(x — 2) m? 


1 
5- 6 (5. ш Shex) = 
1 Yos Gode 
=>: S= 6 [rn 2 = 
1 313 | 
=. S = 6 (зот => 36) > 


=> S = 3(2л — 343) m2 
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l =12 >RV3 = 12 =R = 43m 


1 
S = 3 (Sor - Sm) > 
1 28) 
аты 22) 21 
= $ (п 4 = 
1 14433 
> s = ia - 2 |» 


= S = 4(4л — 343) m2 


б=12тәг= D$ эт өп (-8т-н-Э22-ын-3/т 
8-56,-5,)- == 1=V3 т 

> $ = 183 E те) = 5- £ (Sn Su) => 

=S = ¿(21013 = 108л) = = 8 = sé Е-Е 


= S = 18(243 — n) m2 


Seja d a diagonal do quadrado. En- 


їао: 
а= 45 А2 = 45 0 = 242. 


S = Sore Sua > S = TP — 2 > 


qua 
2S-n.22- (2\2)? => 


= S =4(л- 2). 


—s-i(8-39- 
= S =(ЗҮЗ — л) m2 


Ф; 
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905. h= 30522-315 ¿= 243, 
5 = Su n a > 
_ (3 2 
= 4 T“ => 
12-43 
= 2 - д? = 
4 
= S = (343 — n)? 
03 
906. а = -5 = 513 > £ = 10 ст = 


= S = 100r – 15043 = 
= S = 50(2л — 343) cm? 


907. а = ҮЗ cm сп = ҮЗ > 


N3 
=h = 3⁄3 m > -7 = 3V3 > 
= (= 6 cm 2a 
R = 2a > R = 2\3 cm 
SS. = S. = 


= S = 121 – 913 > 
= S = З(4л — 343) cm? 


908. a) 
s= Зиа Soetor > 
2 а2 _ ла? 
= 5 = а 4^ 
a 
4- 
э = qe 
|| 
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b) 
S= Squa — 25, йет а 
i ЕЕ: 24 12> 
л-2 
RE 22 
=> $ 2 а 
a 
9) 
S = Sua 2: S => 
nar 
a 5 э5-а-02- 2) 
5, 2 
4- 
>S-— Ta? 
909. a) b) с) 
а а а а 
а = 2 2 
a a 
a 2 | 2 
a 
a a 
2 2 
a 
Note que a área som- Aqui a área sombrea- 5 ех. 908 
ргеада é metade da da é o дорго da área "pétala itemb 
área sombreada do sombreada no exerci- — T — - : БІ 
exercício 908, item b. cio 908, item a. 4 
Logo: Logo: S = 4; da > 
29—25 4-1, Ш - 5 
S = 2 а“. S = 5 a”. -э5-4 8 “> 
- 2 
= do 2 a? 
910. а) 2p = 16 cm = a = 4 cm B 
Exercício 908 item a — 
= д 
= $ = а? > 
4 4 ст 
= S, = 4(4 – л) 5 
5-2-5-5-2-44-1)- 
= S = 8(4 — п) cm? E 
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A 
p cmm r 
22 nr? à 
5-5,-2--- : 
2 
БЕТ 
заншил 
911. с) 
Е Sore 2 
Squa 2 Ex. 908 item b > s = t: 1 = 
2 = І 
2 T m-2) , 4 
>S=/ > > S = as л 
=” л 12 
= S = 2 2 
= s= 2 om = S = 2(л — 2) 
912. ADRS = SR = 872. 
_ аү2 
774 
S = Spgs des 1 
а 
2 4 
224-71 5 
= $ = 8 


91. 5-2-(5,-3-5)- 
Te un 
= = 4 6 
10N3 3. 
э8-21 X ПА 


= S = 25(2ү3 — л) cm? 
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915. a) AC + CB = AB > 
= 3CB + СВ = 32 > СВ = 8 
CB = 8 cm > AC = 24 ст 
2 
s - AR, + R.) 184 TR 


2 cH EE. To A 


2 2 2 
= S = 641 cm? 


b) S = л(В, + R)? — S, > 
= S = x: 16? – 64л > 


ес 
917. b) AC + CO + OD + DB = 20 > 


= 4AC = 20 > AC = 5 cm 
CD = 2AC => CD = 10 cm 


5,--2-- = > em? A С 
4 2 
шээг oig eS 2 
1007 257 251 1257 


918. AM + MB + BC + OC + OD + DA = 42 > 
= 6r = 42 = r = 7 cm 
5, = Saco 2 : Sy > 


о 


- 


72 
э5,-14.7-2.-- 
= s = 226—098 em? 

лэ q 72 
5,--2-->5,--2-- 
49 
= 5 = 


м 
> 
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n(16) л:122 л.42 c 
-0-5-08 = 


[v] 


= 


[v] 


cS 


б 
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s 196 - 497 , 497 
= = 2 Em = 


= S = 98 cm2 


919. a) Análogo ao exercício 914. 
R 
р) OA = ОВ == 
) 3 
2R 


un ж 

5- AS cio AC star ав) = ALAN ЧУ 
т. BC? on ок 

»5=2. | 2 |» 


Жаса із? 21 Eu (B e 


2 2 
TR2 


E 


922. Note que as duas regióes sombrea- 
das, nas figuras ao lado, são equiva- 
lentes. 

Determinemos o valor do menor 
segmento circular determinado pelo 
lado de um quadrado de medida a 
e raio de circunferéncia circunscrita 


igual a R. 

(=R >a = нү? эн = 2а 
1 

З.Б = 4 f (Sanc ш Squa) > 


1 
= S. = me? - /2) -э 


=S - a?) э 5 = 


seg Д\ 2 
Sendo S а área sombreada, temos: 


T 
S = 2: Sua t S, > S =2:a + а? > 
т + 14 
= -а2 
= 5 8 а“. 
923. Note o ЛАВО, equilátero. 
9 в = Setor Sui =” 
АВО АВС 
S п:12 1243 5 
> Seg 6 "a m 
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Sendo S a área sombreada, temos: 
5-12. S, "s 

nae. УЗ 
= $ = 122 2 ) — 


> S = (2л — 3N3) cm?. 


925. Note que AC é o lado de um triángu- 
lo equilátero inscrito numa circunfe- 


réncia de raio 2r. 

Sejam / o lado do triángulo, Sọ a Y 
área do círculo maior e S, a área do 

círculo menor. Daf: 


2r3Y ҮЗ 
TI = 5, "б 48, 
> Sy = 3У3г? 
So = 1(21)2 = S, = 4л/2; S, = n? 
8 5 сеза 
3 
5,- Sh 4n? — 343r? 
Sy = =з “> Sy = 3 
34312 — nr? + An? — 34312 
5-5-5,әб- = —— —— as-m 
926. 2p = 16 = l = 4 cm 
Considere BE // OC e CE // OB. 
Temos: 
са _ N2 
ОВ = 5 > 0B = > > 
= OB = 2\2 cm. 
1 
S = 2 seco = Satro) > 
a - OB? OB)? 
-8-2| (2j 
= dl 2 [S -4-1 5 
>s =: [22 vr |= э- 5 em 


4- 
8-4-5-5-4-( 7 )> 8-24 - m) ow 
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na? а-а 
927. a) | “до xm > 
(8-2) » 
= S = 4 `ê B 
ау2 
BC = av2 > oc = 212. 
S= Satoi BC . 5, = а 
g= T OC?  (x- 2 
— 4 
£ av2 | К 
_ 2 (л — 2)a _ а 
= $ = 2 — A =. $ = 2 
9) 
а 
Figura 1 Figura 2 
Note que a área da região sombreada na figura 1 é equivalente à 
área sombreada na figura 2. 
"D _л 
= —\2/ 2180 шон 
БЕ” cá de 
a 
с) = а> КЗ = а> В = += 
) E B 
5, = 3 Sor ші Su) = 


1 243 
> S = элн - as 


= $ = z ej - шэн > 


313 4 
_ (m _ УЗ\ o 
>s- i5) 
a? 
2) 
ИШЕ 
$ = 5 - S => 
na? ma? ЧЗа2 л + 6/3 5 
sete E 
8 9 12 72 
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AB = ВС = r V2 
5 . (2) (842ХМ2) 
| 4 » q 
тї? 
=S, = - A C 
nr? ь ` 
S=— = 8а 
-5—-(®-- >) 
БЕ 2 > 
=®5 = 
o 4 33 4 _ 83 
m sen 60 OB = 08 ОВ = —— ст = OD 
= 
Р _ 4 _ 4\3 
tg 60 oc ^ “3 oc) 00 = т 
CD = OD — co cp 38 - 48, ср = 28 от > 
т. OB? CDV (OB)(OB) sen 120° 
ЭСЭЭ аа Pod ` S> S= 3 -42) их л 
Ш 64 m-16 64 үз 224 " 
= 5 = д 9 12 5 5 > S = 5(13л — 1213) ст 
, AC 1 AC Е 
ЛАОС = sen 30 =p ?5 qo Ут 
= 
o OC 43 OC 
cos 30° = 55-10 = ОС = БҮЗ т 
5.БҮЗ ENS , 
= SAC = 2 > M 
5 = Soetor ^ Элдос > 
“уа = t: 102 2543 
- * 32 2 
25 
-5- 5 (2л — 343) m 
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931. ABC é triângulo equilátero de lado a. 


S sod BE — B S AABC = 
E T> a? а2Ү3 
> Seg = E CA ° 
2n — 343 
= Seg = TA» -. .a? 


S = Saage + 2:9, 


seg 


а2үз is (2л - 3N3) Š 


= s= E A a B 
- 5 Л 12 a^ 
4n — 343 2 
->5- — a 
932. Note que este exercício é análogo 


ao anterior, bastando considerar 
a = ОО' = 26 cm. 


"m ҒА 
5-2 12 a“ = 

4т- З v 
sien „сс Уу 


338(4л- 343) 
= чинь: 


=S 2 


o. AB У3 АВ 
933. сеп 60 "32772 107 
= АВ = БҮЗ cm 
BC 1 BC 


cos 60 A.” 


S = Ѕлвс T 5-5) > 
_ (AB(BC) т(ВС)2 x(AD)2 


2 2  — 6 142 ^ 
S ,9/3:5 m 5^ m. 5 
шинж: 6 12 ^ 
25 
= 5 = (243 — n) cm? 
AB ND АВ 


934. sen 45 AC * 8 4 


= AB = 5/2 cm = CD = AB 
(CD = 5V2 cm, AC = 10 cm) > 
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


= AD = (10 — 5V2) cm = AE 
(АЕ = (10 — 5/2) cm, AB = 5V2 ст) > A 
= BE = (10/2 — 10) ст 45° D 


(10 — 5/2) cm 
eS 


5/2 cm 


(^N 
BD 5л/2 В 5/2 ст С 


- 27 - (10 — 5V2) = 


= DÈ =% (10 — 5/2) cm 


4 
шу - 542 
2p = ВЕ + BD + DE > 2p = 1042 — 10 + 202 , 40-51), 


> 2p = 3 (40 + x — 4) cm 
,-$,5 s = А880 (ap 
(5ү2)(5ү2) л(10 – 552? л(5ү2)? 


шээх АБЫ ион 
25 


> 5 = — (2 + У2п — 2n) ст? 


Seja / o lado do triángulo. Temos: 
(- КҮЗ; OM = 5 BÔP = 60°. 
S=S +5,» 


= = ш 7 En "m A 
ЖЕ à ША 


ДАВС é isósceles e retângulo = 
зу = б = 45°. 

Note que АР = n2 + r. 

(AAPB é retângulo, B = 45º) > 

= AP=PB=1/2+r 
Analogamente, AP = PC = M2 +r. 
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937. 


941. 


942. 


Exercício 879 — 


> быс = (ВРХРС) = (5/2 + r)? 
Logo: 

S = SABC B Sofro Eí 

> S = (N2 + r)2 — xr2 > 


= 


S, 


x 


Na 


AB = ОА > ЛОАВ é equilátero = 


= 


S = 2(3 + 282 - n). 


= 9n cm?; S, = 49л cm2; S, = 121 cm?. 


setor 
= 2r, S = бл 
figura ao lado, temos: 


(-В 
8 


2nR 
=>6r = = R = 6 cm 


setor 


seg = Setor B Str > 
п-В2 R-R-sen60º 
- 5 — — a > 


seg 6 2 
43 
n.62 67. 22 
Bec 6 U^ 0 
S = 3(2л — 3V3) cm? 


AÓB - 60? 
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5, Эс 5| = us 
2- 3У3 

> Sy = ЛА? – — R? 

107 + 353 
a qa а 

(2л — 3V3)R2 
5 ^ 142 _ 2-33 [ou д = 1054-33) 
Sı (лол - зүЗ)в2 107 + 343 5 2л - 343 

12 
943. Considerando as medidas indicadas 


na figura, temos: 


r 1 
sena = 5; sene = ç > a = 30% 


2r 

S, é o setor de 60º do círculo menor = 
Ri 
— 5, - "B 


AODE > OE? + DE? = OD? > 
= ОЕ? + r? = (2n? > ОЕ = r3 
Si = 5дорьо S > 


N3-r mr? 3453 — л 
x i шал лг 
Si é O setor de 30º do círculo maior. 
< n(3r)? 3n? 
(arco AC) 2 S, — 12 = $ = “A” 
S é a área pedida. Então: 
nr 3ш2 m? 33-71 
5-25, 4--5)-8- -5 - a E 
a PES 63 , 
6 
944. 5 = 5 


3N3 


-5--2-:22-2-л-12- 


> S = 2(3N3 - x) i5 
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945. 


947. 


Sejam L, e L, as áreas das lúnulas 
e T a área do triângulo. 

A área S da superfície CPAQB pode 
ser calculada de dois modos: 

1º) lúnula 1 + lúnula 2 + semicírcu- 
lo de diâmetro a 

2º) triângulo + semicírculo de diá- 
metro b + semicírculo de diâmetro c 


AG é bissetriz de ВАС = ҒАЕ = 30º = СЕН (FÃE е ОЁН são corres- 
pondentes). Note que GFE = 120º e FGB = 60º. Além disso, temos 
ЕВ = 2NRr (exercício 563). 

= 1 R-r R 


L ҮШ Е 3 


EBGF é trapézio de bases R e r e altura 2УВг > 


(R + )2NRr 
> Señor = > > Suae = (R + MRS 


=> 
R ШЕЖЕ 
Rex - 
з” Spar 9 


2 
R 
> Stage = (n + 3 


” тї? 5 TR? 
1773. 17757 2 
3 a E 
nR2 54 
527 


4823 11782 (2413 — 110? 


9 54 54 


S -бЗ-оғ”- (SS + Sy) = 
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COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


BC? = (1,5 + 22 > BC = 2,5 ст A 


AB? = (BC)(BD) > 4 
> (1,5)? = 2,5 · BD > 
9 B 


= BD = +ç em 


BD + DC = 2,5 > 


9 
> o T DC = 2,5 > 


= DC = E ст ЕЭ (воў (Dey (в), 
9 "S. л) 17 uv 
S, + S, -5------ St 5 


Seja o lado do quadrado de medida 
a. 5, éa área do setor determinado 
pelo arco BD. 
$4,784 — 2 : 8, - Sag > 


2 D C 
та? (2) ар | 
=» 5, = "A — 2. 4 ын 2) = 
т—2 а 
=S, = - a? (1) А 
Ехегсісіо 908, item b = 


1—2 (ар A F B 
28-57. = 


Relacóes métricas — 
— PM? = (АМ)(МВ) (1) 
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952. 


953. 


954. 


T(AM + MB? TAM? TMB? 


мини = = ИНЕ 
= лт 


Exercício 945 >A + B = 5, АРОМ 


Exercício 945 > C + D = So 
>A+B+C+D= Sapom + S APNM > 
= A + B + C + D = Spoyn 


Sejam R e r o raio do círculo circunscrito e o do círculo inscrito, res- 
pectivamente. Temos: 


5 
хан хасаж: R abc-p 
ga ман 
“САВ 77 45 
= abc · р R- a-b-c 
r 4-p-(p-alp-blp=c) г 4(р – а)(р – 0)(р – с) 


Seja / а medida dos lados congruentes. Temos: 


í + (+ 18 
p= ——> p= t+9;r=6cm 
S = Np(p — /)(р — (p - 18 = S = W + 9 
= S = 9/2 — 81 
S=p:r>9V/4- 81 =(/+9):6> 5/2 – 72/- 1053 = 0 > 
117 
= f = —9 (não serve) ou / = —— cm 
113 689 HA 
$ = 91/2 – 81 = 5 = 9 - 81 > 5 
25 (25 
9 - 108 972 
= = — — 2 
= 5 5 => Ss 5 ст 
48.117 117 
IN He. p. 5 s. =R = 297 от 
4R 45 4.972 
Б 
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955. Seja AP = a. Por trigonometria, obte- 
mos as medidas indicadas na figu- 
ra. Sendo k a razão de semelhança 
entre os dois triângulos, temos: 

S 
MC (2-, 
РОВ 
SABC | За Ї Sage 
= = = = 3. 
Son аүз Spon 


956. Sendo S a área do triángulo, temos: 
a-h b-h c-h 
a b с 
2 2 2 
= ah, = bh, = ch. 


5 


960. Мо tablete do Carlos, temos: 


3 
2(3h + h) = 122 h = 5 cm 


S 


Carlos | 


Сото Scaros = рацо, € vantajoso 
para Carlos aceitar a troca. 


961. Os triângulos ADE e ABC serão se- 
melhantes e 
Save + Spene + Завс > 
Save + З Sape = Sape > 


5 1 


962. Seja 5, a área total do AABC. Temos: 
pe ы Qul h-x 
ST —k 5 | n h 


> 1 2-42 
= 2 


9 | Fundamentos de Matemática Elementar 143 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


963. 


964. 


967. 


970. 


"A razão entre as áreas é igual ao 
quadrado da razão de semelhança.” 
Então: . Lh» ------- 


18395 
- Х Ї 18р |... 

LE ша 
ET 15 =x C E 

2 

X 18 
SB у (0 exe 

(18+yx ж ‚18+у__ Хх (2) 
(8 +у(15—х) (15-хИ (8-у) (15-13) 
(1)e (2)> (y = 12 т,х = 9 т) 
li = 8 m, £, = 15 m, S; = S, + S, 
Temos: 
S, (ро 5, 8 _ 64 
s, (б) 2 S, = 162 > S: = 238 S> 
Devemos ter 

64 5, 289 

Зул? эб AS ы 


laa 289 (р 289 
зү = 9: vo = 

| | 7 225 (53) pop ийг шш. 

Sejam / o lado do quadrado cuja área é procurada е /, o lado do 

quadrado inscrito num círculo de raio 10 cm. Temos: 

L = ВҮ2 = 4, = 1042 cm. 


T 20-522. 1012 om 
2 
1 
5-12-5 = 4082) — s = 1008 - S) em? 
ЖЕ -1 R ——— 
S. = 10- 10 fro > Sa 5:192 ROGO + 255 > 
5 
> Sge = g ` (B - 110 + 215 R? 
- 5. 85 m 
"LII LO 245. 2512 


осы 


Sec — 2. (05 – 110 + 2ү5 , Sec [48 a 
Spent (v5 + 1/10 = 245 uF 
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974. 


975. 


COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR | MANUAL 


2p = 80 > „= 10 cm 
Exercício 725 > /, = RV2 -V2 = 


= RV2 —\2 = 10 = 
—R 10 
2-42 
К: К: sen 45° 
S=8- > 
2 
10 v 42 f 
э8-44 ша x : 
2— 2 2 


= S = 200(/2 + 1) cm? 


К: R - sen 45? 
= = 


5-8 2 


OM + MC = 0С > 


2a 203 4 
2 ga 
43-1 
=а= — -В 
Squa (2а)? > 
(3-4) F 
m > 
> Su. = (4 — 243)R2 
(2а)? ҮЗ 43-1 2 
и= дл ә $3 аг 3-5,-| у R ‚ҮЗ = 
2 -3 
=s = 252. R 
Spig = Sua +4: Sm = Spig = (4 => 2N3)R? +4 юз з 5 m 
> Sy, = 2(3 — 1)R? 
= т ABXCD) 34-17 
Қола W m 


2 2 


Sendo R o raio do círculo, note que 
a diagonal menor do dodecágono é 
igual ао /¿, que é igual а R. Assim: 
d = = R. 

1, = RN2 = /, = 042 > 

=S = 25 S = (42)? > 

= S = 202 
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976. A medida da hipotenusa é 42 cme a 
do outro cateto é 2143 cm. Temos: 


21)? 441 
1, = 21023 1, = 24143 сар 
_ (24У3),3 
т,= == = 
132343 
ЛЫС == cm? 
Sosa = (422 > Sua = 1764 ст? 
T, +T, _ 44158 + 13233 
S us 4-1764 
QT 48 
S 4 


977. 45,-25- 


5:5:sena 
= 4: — 3 = 25 
2 
1 
> seno = = а = 30° > 
= p = 150° 


Resposta: 30° ou 1509. 


978. 5,4-5, + 8: Sua + 8: S4 
343 82 
Su 6 CR 
= 5 = 3N3R2 + 6 R? = 
= Syg = 303 + 2)R2 


dod 


979. 5-0р-1(15-1(р-а) 1,(2)5-1(р-0):1,(3)5-1р-0):1,(4) 
Multiplicando membro а membro (1), (2), (3) e (4), vem: 
S:S:S:S=p:r-:(p-ajr, (p — 0) : (p — cr 
e como p(p — аур — b)(p — c) = 52, vem: 


Sł =pp=alp=bip=e ternos mtr 


с 


55 = тт, 

980. AABG = ADEG (LAA,) = 
a 
> DG = 2 
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S, + S, = a? B 
1 2 

2а-а ІР 
5,%8%5,-“%--а 


> 5,+5,=5,+5 + 5. ә а 
= 5 = S, — 5, ә 


a? a-x-sen 60º 


== 7-0) 

а 

=: x : sen 30º 
_ 2 Ш 45 
Г 2 CUM a sen 30% (2) 
Substituindo (2) em (1) 

аз.” sen sor ` sen 08, а? ҮЗ 
s=7 ~> ан T — 2435-» 

a? 

> 8(1 + 243) = q => 

2/3 - 1 

S= 2 
> 44 
AB = 3k, AC = 4k, BC = 5k A 

5 2 

Note que r = кә —k- 5 r (1) 

b 3.4.5.3 
8-22-5- 5 = 

i 4-5 В с 
> S = 6k? (2) 

2 \2 

(1)em(2)>S=6- [Er > 

24 

= ES ma 
- 5 25! 


Sendo һа altura relativa à hipotenu- 


sa, temos: 
h2 = 16 : 9 = h = 12 cm > 
16 + 9) : 12 
sg- хауас ан С р 
2 
= S = 150 cm? 
a = 16 + 9 = a = 25 cm 9 16 


= 25 : 16 = b = 20 cm 


Relacóes métricas > ` 
25 : 9 = c = 15 cm 


9 | Fundamentos de Matemática Elementar 147 


MANUAL | COMPLEMENTO PARA O PROFESSOR 


148 


985. 


987. 


a+b+c 25 + 20 + 15 
m зэр 


2 р 2 
= p = 30 em 
S = p : r > 150 = 30 : r > r = 5 cm > S, = 25r cm? 
_ abc _ 25.20.15 225 _ 625 | 
S = 76 > 150 = AR dmi =S йке те T cm 
SL 
>S 25 
B a 
o Ма. 2 
sen 60 = AC 2 ACO 


aN3 _ 
do 


a a AIS Ed. 
243 +3 2-43 r 3 
EX X Qn EN = 


(4 = 2 cm, „= З cm 
Os dois eneágonos, por serem regulares e convexos, sào semelhan- 
tes. Então: 


2 5 22 4 
21-(-1| -,24-(5) > = 
S, (а) 5, (5) Si 9 Sa 


Seja / o lado do eneágono que queremos determinar e S a sua área. 
Temos: 


4 13 S 13 
ин иг с 
pr 13 (“7 13 
A 222: m = = J 
> 9 = 3 g ^4 13 cm. 
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AABC é equilátero de lado 2r. Sendo h sua altura, temos: 
h= QNS > h = гЗ. 


2 
Note que G é baricentro do AABC. Daí, BG = 3 h > BG = 3 гүз. 
Note também que DB é оїввей de EDF. Daí, BDG = 30º. 
o BG 1 r Е 
ABDG > sen 30 “ар”? - gp > BD = 2r 


(BD = 2, ВН = г) = ВН = г 
Sendo К o círculo do raio maior, temos: 


2 
R=BH+BG=R=r+ = n3 


Logo: 
2 ur 2(2N3 — 1) n? 
S = mR? — Ən = S = nfr + 2143) БЭ т DUM 
та? 
К ШЕЛ 
Ехегсісіо 931 — 
_ 47 – 3\3, 
S; = —> (4а) > 
(167 — 12N3)a? 
= 5, = A 


55=25, +5, ә 
2 2 43 2 
g= 3. па? ү (16r 12N3)a 
2 3 
(19x — 12N3)a? 


3 


-э5- 
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991. 


992. 


993. 


ACDB > DB? + 122 = 132 2 DB = 5 cm 
(DB = 5 cm, AB = 14 cm) = AD = 9 cm 


Завс — 5 Sage = 84 ст? 
AAEF ~ ЛАРС = 22 = AP > 
2-3 x=3y(0) 
Зар — => 
22-2 84 > xy = 84 (2) 

4 


pos d = => 
Ə r 

— = yz > XZ = rN3 
Temos: 


(ҮЗ +2r+ З =a > 


> 03 - 1а 75 
; АГА 
8-8,-35,. => 


a? 
-5- 833 agro 


a2/3 (3-17. a2 243 — 3(2 — 431 
A A S= — ини 


(АВ)? = 256 5 

— AB = 16 cm = BC = CD - AD 
ВСЕ + ВСЕ = 90º 

FCD + BCF = a 

> BCE = FĈD = а 


АВЕб a = БЕ 


16 
РО 
AFDC: t£ a = те 
> BE = FD > 
= ABEC = ADFC > FC = EC 
(ЕС)(СЕ) 
Sagor = 200 > =— = 200 D 16 c 
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> (FC) : (FC) = 400 > FC = EC = 20 cm 
ABCE: BE? + BC? = EC? 2 ВЕ? + 16? = 20? > BE = 12 cm 


1 1 
(=p 2R > 127 = 7: 2n: R> 


=> R = 36 cm р 
ЛОАВ -> sen 30 = ов >> 
d a 
а ep а? 
36 
г= 5 => r= 1259 8 = м2 > 
= 5 = 144r cm? 
EC=b=DE=a-—b D a-b E b C 
CE ~ CF 2 EF = bV2 = AE = AF - 
ЛАРЕ > (a — b + a? = (рү2)? > 
> b? + 2ab — 2a2 = 0 > қ 
= b = (13 – 1)a a 
_ (рү2РчЗ 
[43 — 1)a - 243 4 
юэ k Ñ MP sad 
= S = (243 – 3)a2 
А В 
8v3 - 
ар = 43 40-288 


= AD = 12 cm > (AS = SD = 6 cm) 

AAMD é retângulo em D, MS é mediana => 
AD 

= MS = 5 > MS = 6 cm 

Aplicando a Trigonometria по AAPS, 

obtemos PS = З cm, AP = 3У3 cm. 


(AP) - (РМ) 
S AAPM = — > 

| 3У3.9 
> Sharm > 5 

_ 273 , B 
Edu а M 
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998. Usando base média de triângulo 

(AP'N) e de trapézio (MN'CB) é fácil 
concluir que o AABC é formado por 
9 triângulos equivalentes. 
Os lados do AMNP são diagonais 
dos paralelogramos MN'NO, МОРР" 
е PONN'. Logo, a área de MPN é 
equivalente a 3 dos triângulos que 
formam o AABC. 


Então: 
5 9 5 
АВС АВС 
= = = З 
SNP 3 SNP 


999. . Tracamos ВЕ, com BE L AD = BE // OO' (1) 
(OB 1 AB, O'A 1 AB) 2 OB // O'A (2) 
(1) e (2) 2 ЕВОО! é paralelogramo — BE - 13 cm 
ЛАВЕ > AB? + AE? = BE? > AB? + 52 = 13? > AB = 12 cm 


Rel. métricas > AB? = (ВЕ) · (BF) > 122 = 13: H > 
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Note na figura ao lado os triângulos 
ABC, ABD e ABE, de mesma base AB 
e mesmo ângulo (а) opostos a essa 
base. 

No AABD: 

DM passa pelo centro | ia 

DM L AB 2 AM = MD | 

— ЛАМП = ABMD — 

— AD = BD — ЛАВР 6 isósceles. 
Como DM passa pelo centro, DM é 
a maior altura relativa à base AB. 
Logo, o AABD isósceles é o que tem 
maior área. 


Exercício 784 — 


=| Sacra = Эснн 


АРОВ ^ Эсзот 
Das figuras ao lado 6 imediato 


concluir que a área será a maior 
possível quando a base e а а! 
tura forem iguais à metade dos 
catetos correspondentes. Isto é, 
as dimensões do retângulo de- 


vem ser 13,5 e 16. 


BC = 3 cm, AC = 4 cm > AB = 5 cm 


Завс ^ Sger + Sacr + Sar 
= ES _ E М dd " (ABNER) = 


э4-3-3-5-084-045-г-00-0рот 
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1005. 


1006. 


1007. 


diâmetro = 8 cm = R = 4 cm 
B = /, = B = ВҮЗ > B = 413 ст 
b = (6 =b = R =b = 4 cm 


_ RJ R 
“та ат 
43 4 
2 2° 
> h = (2N3 – 2) cm 
s- (B + b)h 
2 
(443 + 4)2У3 — 2) 
poe 


= S = 8 cm2 


Sejam k — 1, К, К, + 1 as medidas dos lados; h,, h, e h, suas res- 
pectivas alturas. Temos: S = 6k 
2p=k-1+k+k+1>2p=3Ak= _ ЗК 
S = Ур(р — ap - bp — с) = 5 


> 6k = EE ЇЕ: 7 1)= 


242 2 2 

= К = 196 = К = 14 
(k — 1), (14 — 1)h, 168 
— = 6k=>—=6:14>n = 
kh, 
-2-- 6k = h, = 12 
(к = 1)һ, (14 + 1)h4 _ 56 

23 = 6k 3 3-6 142h-L 


| e 2xy = +2a? 
х2 + y? = d2 х2 + y? = d2 

Somando membro a membro, temos: 

^ + y? = (02 + 2a?) _ [x+y= d + 2a" 

(x — у)? = (9 — 282) x—y=02 — 2а? 

Resolvendo o ültimo sistema, encontramos: 

d? + 2a? + Nd? — 2a? d? + 2a? + Nd? — 2a? 

OO MESE Ca у = 
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Devemos ter d? - 222 > 0 = d > av2. 
Note: 
d = ау2 = x = y = а > ABCD é quadrado. 


1008. Sejam becos catetos. Temos: 


bc 

2 = 120 E = 240 = = 480 
= = 

b2 + c2 = а? b? + с2 = а? b2 + c2 = а? 
Somando membro a membro as equações do último sistema: 
(b + c)? = 480 + a? >b + c = NA80 + а2. 

Então: 

(bc = 240; b + c = N480 + а?) > 
= bec são raízes da equação x? — У480 + a? x + 240 = 0. 
Resolvendo esta equação, encontramos os valores de b e c: 


va? + 480 + Na? — 480 va? + 480 — Na? — 480 
b = о ES cm; с = ——— cA 
Além disso, devemos ter: 
a? — 480 > 0 > a > 4430 cm. 


1009.  Sejam S a área do triángulo ABC e / 
a medida dos lados congruentes. 
Temos: 


S = Saep + Saco > 


ACP 
БЕ 
> S=— 2 

25 
= (x +y) = 


r 


1010. ЛОАВ > sen 30° = —— > 
18 -r 
—€——— бп 
2 18-r | 
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1011. 


1012. 


OA - OB - sen 60º 
SAOAB = 2 
EE 
> Saos = EE EA 


= S4gig = 18У3 m? 


S, = Ѕлов T 92 > 
M dE 
. 62 
> S, = 18/3 - LM = 5, = (183 - бл) m? 
nR2 . 182 
845,45, +Š. Sapi a L S ¿ma S 


12 2 12 
> S = З(5л — 653) m? 


Note que o triángulo original e os 
triângulos de áreas А, B e C são se- 
melhantes. Sendo S a área do trián- 
gulo original, temos: 

S А B С 
Ха +6 + с)2 a? b? c? 


B AB 


-азрас а C 


5 5 = NA SB + NE? 


A área procurada é igual à área de 

um quadrado de lado x mais 4 vezes 

a área do segmento circular som- 

breado na figura ao lado. 

1º) Cálculo de х2: 
x2=a2+a2-2-a-a-cos30º= 


> X? = 2а2- 2а2. > > 
= х2 = (2 — V3)a2 


2?) Cálculo аа área do segmento circular: 
ла? а-а:беп 30° 


Send Е Ssstor ш Sapor = S sg = 42 2 
T 1 
90-4) 
3?) Área da região sombreada: 1 
S= +4: Seg 5 = (2 - 13) а2 + a - 28 = 
12 4 
(т + 3 — 313) a? 


= E 221 2 Z 
=S (2 332 1а =S 5 
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